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Forord

Kom ihdg

e Matematik ar att vara tydlig och logisk
e Anvand text och inte bara formler

e Rita figur (om det ar lampligt)

e Forklara inférda beteckningar

Du ska visa att du kan

e Formulera och utvecklar problem, anvianda generella metoder/modeller vid problemldsning.
e Analysera och tolka resultat, dra slutsatser samt bedoma rimlighet.

e Genomfora bevis och analysera matematiska resonemang.

e Virdera och jamféra metoder/modeller.

e Redovisa vilstrukturerat med korrekt matematiskt sprak.

Kursprovet Ma4 ér cirka 50% MaD och 50% MakE.

Skolverket har endast publicerat ett kursprov for Ma4.

Aldre kurs MaD bestar av delar ur bade Ma3 och Ma4
Ny Ma4 MaD och MaE

Dérfor ar det lampligt att ocksa nyttja de édldre kurserna MaD och MaE vid traning infor
kursprov i Mad4.
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Dell # 1

(2/0)

Integrera

3
1.  Berékna I(4— xz)dx
0

(2/0)

Anvind FORMELSAMLINGEN, dér finns primitiva funktioner.

Primitiva Funktion Primitiv funktion
funktioner
k kx +C
Xn+1
x" (n#-1) +C
n+1
1
- Inx+C (x>0)
X
e* e*+C
kx
kx €
e —+C
k
aX
a* (a>0,a=1) —+C
Ina
sin X —cosx+C
COoS X sinx+C
3 3 3 33 03
f (4—x2)dx:[4x——] =4.3-—-(4-0-—) =3
0 3 1o 3 3
—_— ~ Y———
12 9 0

Svar Integralen ar 3.
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Del I # 2 (2/1) 3 derivator

2. Derivera

a) f (x) =sin3x Endast svar fordras (2/0)
b)  g(x)=@1+2x)1 Endast svar fordras (1/0)
c)  h(x)=x?e* Endast svar fordras (0/1)

Deluppgiftena dr exempel pa sammansatta funktioner. Anvéand kedjeregeln som finns pa
sidan 3 1 FORMELSAMLINGEN.

Kedjeregeln Om y=f(z) och z=g(x) é&r tvd deriverbara funktioner
sa géller for y = f(g(x)) att

, , dy dy dz
"= f X)) - g'(x) eller 4—=—2-—
y (9(x))- g'(x) eller % 4 dx

a) Derivera

f(z) =sin3z.
Den yttre funktionen &r f =sin( ) med derivatan f’=cos( ). Den inre funktionen &r
g = 3z med derivatan ¢’ = 3. Vi far:

f'(x) =cos(3z) -3

Svar a) f'(z) =3 cos3z.

b) Derivera

g(z) = (1+22)"
Den yttre funktionen &r f =( ) med derivatan f'=11( )!°. Den inre funktionen &r
g =1+ 2z med derivatan ¢’ = 2. Vi far:

g () =11(1+22)0.2=22(1+22)'°

Svar b) ¢'(z) =22(1+2x)'.
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Derivera

h(x) = 2% e

d d
h/ — 22 (_ 3:1:) (_ 2) 3x
(r)=x ¢ ) ) e

W(x) =2 (3e*) + (2z) €™

h'(z) = (322 +2x) - 37
Svar ¢) h'(z) = (322 + 2x) - €32,
© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20



freel eaks NpMaD vt2011 6(30)

Del I # 3 (2/0) Beridkna omradets area

3. Figuren visar ett omrade som begransas av y-axeln, kurvan y = 6x — 3x%+2
och linjen y = x . Berakna omradets area. (2/0)

Den 6vre funktionen dr y = 6x — 322 + 2 och den undre dr y = z. Integralen som ska losas &r

2
A:f (62 -32°+2- 2 ) du.
0 t

dér integrationsgrianserna ar x = 0 och x = 2. Forenkla och integrera
2
Azf (5r - 32% +2) da
0

2
SL’Q

2
A:[ ——Sx—+2x] - [§x2—x3+2x] _ 292 93,909 - ¢
2 73 o L2 2

Svar 6 a.e.
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Del I # 4 (2/0) Primitiv funktion
4.  Bestdm den primitiva funktion F(x) till f(x) =§+3 som uppfyller
villkoret F(1) =5 (2/0)

Anvind FORMELSAMLINGEN dér finns primitiva funktioner.

Primitiva Funktion Primitiv funktion
funktioner
k kx +C
Xn+1
x" (n#-1) +C
n+1
1
= Inx+C (x>0)
X

F(x)=Inz+3x+C
Bestam C.

F(1)=5 277 z=1
——

F(1) =In1+3-1+C

Vad ar In 1?7 Anvind FORMELSAMLINGEN, dér finns definitionen av naturliga logaritmen.

Logaritmer y=10" < x=Igy y=e* < x=Iny

X
lgx+1gy =1gxy l9><—lgy=lg; lgxP = p-lgx

Det x som passar till

F(1)=5 1n1=0

F(1) =Inl+3-

l=e*<xz=Inl arz=0.Vifar
=1
~—
1+ C
——

C=2

Svar Primitiv funktion ar F'(z) =Ilnz +3x +2
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freel eaks NpMaD vt2011 8(30)
Del I # 5 (2/1) Los ekvationen
5. LOs ekvationen cos2x =0,9 om cos 26°=09 (2/1)
Rita enhetscirkel. Los ekvationen cos2v = 0,9.
cos2x =0,9
\ 26°
| o
2x = +£26° + n - 360°
r=+13"+n-180°
Svar 1z =+13°+n180°
© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20



freel eaks NpMaD vt2011 9(30)
Del I # 6 (1/0) Ordna integraler
6.  Figuren visar grafen till funktionen f.
Ordna talen A, B och C i storleksordning. Borja med det minsta.
3 3 0
A= j f(x)dx B= j f(x)dx C= j f (x)dx Endast svar fordras (1/0)
-1 0 -1
Integral &r 6vre minus undre funktion.
yl\
©
1 0 3 X
W
3 0 3
/ flx)dz = [ f(x)dz + f f(z)dz
-1 -1 0
A CZO B<0
Svar B < A < C.
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DelI # 7 (0/2) Beridkna integral
7. For funktionen f géller att f(2)=3 och f'(x)=0,5 for alla x.
6
Berakna [ f (x)dx. (0/2)
2

Anvind FORMELSAMLINGEN sidan 4

Primitiva Funktion Primitiv funktion
funktioner
k kx +C
Xn+1
x" (n=-1) +C
n+1
Integrera f’
f(lx)=05x+C.
Bestdm integrationskonstanten C
f(2)=3 z=2

= —
f(x)=05- 2+ C

C=2
Berikna integralen

6 2 6 62 92
f (0,5-2+2) dx:[0,5x—+2-x] - (O,5—+2-6)—(0,5—+2-2) - 16
2 2 ) 2 2

21

5

Svar 16
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Del I # 8 (0/1/®)  Trigonometriskt bevis
8. Visaatt Sin2v+sinv =sinv
2cosv+1
for alla v dar uttrycken i bada led ar definierade. (0/1/=)

Arbetsgangen vid problem av denna typ &r att arbeta med vénsterled (VL) och hogerled
(HL) var for sig. En bra strategi ar att forsoka forenkla den sida som ser mest

komplicerad ut. Anvind FORMELSAMLINGEN och byt ut sin2r i VL.

Trigonometriska
formler

sin?v+cos?v=1

sin(V+U) =sinVcosU + cosvsinu
sin(V—U) =sinVcosU —cosVsinu
cos(V+U)=cosVcosU —sinvsinu

cos(V—U) =cosVcosU +sinvsinu

sin2v = 2sinV cosV

cos?V—sin’v (D

cos2V =14 2cos’V—1 2)

1-2sinv 3)

: . ) / b
asin X + bcos X = csin(x + V) dir c=+va? +b? och tanv=—
a

2sinvcosv
—
VI sin2v +sinv  2sinvcosv+siny  (2cosv+1) sinv _
= = = = Silnvr
2cosv+1 2cosv+1 2cosv+1

Nu géller att VL = HL. VSV (Vilket Skulle Visas).
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Del I # 9 (0/3/®) Trigonometri

9. I den spetsvinkliga triangeln ABC ar sin A=0,6

a)  Bestdm vardet av sin(B +C)

b)  Bestdm vardet av cos(B +C)

(0/1)

(0/2/c1)

For trianglar géller att vinkelsumman &r 180°. Da géller

180°=A+B+C
B+C=180"-A

I FORMELSAMLINGEN finns additionssatserna for sinus och cosinus.

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se
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Trigonometriska

formler 2

sin?v+cos?v =1
sin(V+U) =sinVcosU + cosVsinUu

sin(V—U) =sinVcosU —cosVsinu

cos(V+U)=cosVcosU —sinVsinu

cos(V—U) =cosVcosU +sinvsinu

sin2v = 2sinV cosV

cos®V—sin® Vv (D)
cos2v=42cos’v-1  (2)

1-2sin’v  (3)

. . " / b
asin X +bcos x =csin(x + V) dir c=va’ +b? och tanv=—
a

a) Bestdm virdet av sin(B+ () =sin(180° - A)

sin 180°=0 cos 180°=~1
—— —

sin(180° — A) =sin 180°-cos A — cos 180° -sin A
sin(180° - A) =sin A

Svar a) sin(B+C)=0,6

b) Bestidm virdet av cos(B + (') = cos(180° - A)

cos 180°=— sin 180°=0
— —
cos(180° — A) = cos 180° - cos A +sin 180° - sin A

cos(180° — A) = —cos A

Bestdam cos A da vinkeln A &r spetsvinklig och ligger i 1:a kvadraten. Rita enhetscirkel.

Anvénd trigonometriska ettan for att berdkna numeriskt vérde av cos A.

sin A=0,6

—

1= cos’A +sin®’A
—
cos A=+0,8
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2:a kvadrant 1:a kvadrant

0.6 1
A
-0.8 0.8
3:e kvadrant 4:e kvadrant
cos(180° - A) = -0,8

Svar a) cos(B+C)=-08
© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Del I #10 (0/2/®) Berikna integral

10. Timo och Peder har fatt i uppgift att l6sa foljande problem utan raknare:

F(X) = (x+2)(x—2)* ar en primitiv funktion till f(x) = 4(x +1)(x —2)?

3
Berikna j (X +1)(x — 2)%dx
-2

Timo sager att han forst tanker utveckla (x +1)(x — 2)2 och sedan berékna
integralen. Peder pastar att det finns ett snabbare satt att 16sa uppgiften.

a)  Beskriv en metod som Peder kan ha tankt anvénda. (0/1/=)

b)  L&s uppgiften med valfri metod. (0/2)

a och b) Nér den primitiva funktionen dr kénd kan integralen enkelt berdknas.
3 3 913
[2 £(2) da = [F@)], = [(z+2)(@-2], = 5-0

Det skiljer en faktor 4 mellan kidnd funktion och 6nskad funktion.

[:f(ff)d:E: 4_[23(9U+1)($—2)2d:13=5

5
4

5

Svar Integralen &r 3.
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Del T #11 (2/4/®) Jamfor integraler

Vid beddmningen av ditt arbete med denna uppgift kommer lararen att ta hansyn till:
e Hur val du utfér dina berékningar

e Hur langt mot en generell l6sning du kommer

e Hur val du motiverar dina slutsatser

e Hur val du redovisar ditt arbete

e Hur val du anvander det matematiska spraket

11. I den hér uppgiften ska du jamfora storleken av areorna av tva omraden A och B.

Omrade A begransas av positiva y-axeln, positiva x-axeln och linjen y = 2 —kx
Omrade B begrénsas av positiva y-axeln, positiva x-axeln och kurvan y = 2coskx

Nedan visas areorna som bildas nar k =1

o Berakna arean av de skuggade omradena A och B nar k =1, det vill sdga
dd y=2-xochy=2cosx

. Skriv av nedanstaende tabell och berékna de varden som saknas.

Areanav A | Arean av B

WIN |- |X

o Jamfor areorna av omradena A och B for samma varde pa k. Formulera en
slutsats av din jamforelse.

o Visa att din slutsats géller for alla k >0 (2/4/0)

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Berdkna ytan av omradet A for godtyckligt k. Borja med att bestdmma
integrationsgranser. Nedre integrationsgréns ar x = 0 och 6vre ges av
0=2-k- x
——
22
k
Arean blir
2
A(K) = fk(Q—k;x) do
0

2
k

2
= [Zx— kx—]
2 1o

_22_5(2)2 2
Tk 2 \k k

Upprepa samma strategi for ytan B. Ovre integrationsgrénsen blir

0=2coskx
T ke
2
€T = 1
2k
Arean blir

B(k) = [ﬁ 2coskx dx
0

B(k) - [2 smkk:x];k

2
k

Svar Ytorna ér lika.
Kommentar Figurerna illustrerar ytorna for fallen k£ =1, 2 och 3.

k=1 k=2

+

MBS
\}

W

ol -
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Del IT #12 (2/0) Lombard street
12. Lombard Street i San Fransisco ar berdmd for att den ligger pa en sluttning som ar
sa brant att vagen anlagts i sicksack.
Den brantaste delen av sluttningen &r 400 meter Iang och pa den strackan ar
hojdskillnaden 182 meter.
Hur manga grader lutar sluttningen mot horisontalplanet? (2/0)
182 meter
héjdskillnad
; 182
anv = ——
400
182
v=tan! i = 27°
400
Svar 27°
© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Del IT #13 (2/0) Koldioxidutslapp

13. En prognos for de arliga koldioxidutslappen i varlden for de kommande tusen aren
beskrivs med hjalp av grafen nedan. Tiden t =0 motsvarar ar 2000.

Uppskatta med hjalp av grafen hur mycket koldioxid som kommer att sldppas ut
mellan aren 2100 och 2400. (2/0)

Uppgiften ar att uppskatta hur mycket koldioxid som kommer att sldppas ut mellan aren
2100 och 2400. Pa y-axeln finns utslédpp i miljarder ton per ar och pa y-axeln tid i ar. Sokt
utslapp motsvarar ytan under kurvan mellan integrationsgranserna ar 2100 och 2400.

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Varje ruta i grafen motsvarar ett utslapp av 100 miljader ton koldioxid. Rdkna antalet
hela rutor under kurvan och antalet delade rutor.

10 11
8 9
6 29 7
4 28 5
26 27 3
24 25 2
22 23 1
19 20 21
16 17 18
13 14 15
10 11 12
8 9
4 5 6
1 2 3

Det finns 29 hela rutor och 11 delade rutor. Uppskatta att de delade rutorna i medeltal &r
hélften av en hel ruta. Uppskattningen blir 29 + % 11 = 34,5 rutor eller 3450 miljader ton
koldioxid.

Svar 3450 miljader ton koldioxid.
Kommentar Skolverkets réattningsnorm

13. Max 2/0

Godtagbar ansats, t ex uppskattar arean med hjélp av rutrékning +1g

med i 6vrigt godtagbar 16sning med godtagbart svar
(3300—-3600 miljarder ton) +1g

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Del 11 # 14 (2/1) Avstand mellan tva punkter

14.  Avstandet mellan de tva punkterna A och B pa var sin sida om en sjo ska
bestdammas, se figur.

En lantmatare som befinner sig i A kan inte se B som skyms av en tradbevuxen
holme i sjon. Fran de tva punkterna C och D, som tillsammans med A ligger langs
en rét linje, kan hon se B. Hon méter upp vinkeln ACB till 60° och vinkeln ADB
till 48° samt strdckan AC till 220 m och strackan CD till 110 m.

Berédkna avstandet AB. (2/1)

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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X

120°
48°

A 220 C 110 D

Infor x, y och z enligt figuren. Bestdm vinklarna i triangeln BC'D. Den efterfragade

strickan x kan berdknas med hjilp av cosinusteoremet for nagon av trianglarna ABC

eller ABD. Striackan y eller z som krévs for cosinusteoremet kan bestdmmas med

60°

minusteoremet for triangeln BC'D.

sin 120°

sin 12° ~ sin 48°
- z

110 Y

2=458

22 =330%2+22-2-330- 2 cos48°

{

Svar Avstandet ar 340 m.

Kommentar Med tva siffror i indata ar det rimligt att ge tva siffror i utdata.

buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Del IT # 15 (1/2) Luftledning i blast

15.  Luftledningar tal storre strombelastning da det blaser.

For en viss luftledning ges den tillatna strombelastningen av funktionen
S(x) =342 (1+4x)%?°
dar x ar vindstyrkan i m/s och S(x) &r den tilldtna strémbelastningen i ampere, A.

a)  Bestam den tillatna strombelastningen nar det &r vindstilla. (2/0)

b)  Vid vilken vindstyrka okar den tillatna strombelastningen
med en hastighet av 50 A/(m/s) ? (0/2)

a) Vindstilla betyder att = =0 m/s. Da blir tillaten stréombelysning

=0
S(0) =342 - (1 + 42)%
N——
342

Svar a) Tillaten strombelastning vid vinstilla &r 342 A.

b) Tillaten strombelastning okar med okande vindstyrka. Nar ar derivatan 50
A/(m/s)? Deriver funktionen.

S(x) =342 (1 +42)%%

Anvind FORMELSAMLINGEN. Dér finns rakneregler for derivering av potensfunktionen

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Derivator

‘ Funktion ‘ Derivata ‘

‘ x"  dér n ar ett reellt tal ‘ nx"! ‘

och kedjeregeln.

Kedjeregeln

Om y= f(z) och z=g(X) &r tva deriverbara funktioner
sa géller for y = f(g(x)) att

T , dy dy dz
= f(g(x)- g'(x) eller £ ="2.22
y (9(x)) - g'(x) eller x4 dx

Den innre funktionen ar 4z med derivatan 4 Vi far

S'(z) =342-0,25 - (1 +42) %™ - 4.

Los
50 = 342-0,25- (1 +4x)™07 . 4.
Forenkla
(st 22
50

ré
1+4x = (g)d
50

1/342\3 1
=2 (2Z22) - = 2995997
v 4(50) 1

Svar b)  Den efterfragade derivatan &r 50 A/(m/s) nér vindstyrkan dr 3 m/s.

© G Robertsson 2016
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Alternativ numerisk 16sning

A/(m/s) 4

342 —
300
200
100 H
50 A/(m/s) l
0 T T T T >
0 1 2 3 4 (m/s)

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20
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Del 1T # 16 (1/1) Bestam funktion

16. Bestam en funktion pa formen y = Asinkx+ B som uppfyller villkoren nedan:

e A>0
e vardemangdendr —4<y<2

e de lokala maximipunkterna har x-koordinaterna x = g +n g for alla heltal n  (1/1)

Givet A >0 och att -1 <sinkz <1 far vi foljande ekvationer

Ynax = 2 = A+B
ymin:_4 = -A+B

som har l6sningen

A= 3
B=-1.
Aterstar att bestdmma k. Perioden hos sin kz &r
period = 2—7T
k
Enligt uppgiften ar perioden g vilket ger
T2
2 %
med 16sningen
k=4.

Svar y=3sindxr -1

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-03-20



freel eaks NpMaD vt2011 27(30)

Del IT # 17 (1/2/®) Triangel

17.

Armand arbetar som silversmed och hans specialitet & smycken i form av olika
geometriska figurer. Han har bestamt sig for att gora ett smycke i form av en
triangel. Till sitt forfogande har han en 9,0 cm lang silvertrad som han kan boja
och klippa.

Armand betecknar triangeln ABC och bestdmmer sig for att vinkeln A ska vara
30°, sidan AB 4,2 cm och sidan BC 3,2 cm.

Utred pa vilket eller vilka satt smycket kan utformas. (2/2/%)
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Tva sidor ér kidnda. Antag att den tredje sidan &r x lang. Cosinussatsen ger foljande.

3,22=4,22+2%-2-42-xcos30° (1)
0=2%2-2-4,2cos30°  + 4,22 - 3,2
p=—T7,2746 q=T7,4
2
o= 7, 22746 . \l (7,22746) 74
21 = 6,0518 (2)
To = 1,2228 (3)

Endast roten x, dr intressant da triangelns tredje sida kan langst vara 9-4,2-3,2 = 1,6cm.

Svar Triangeln ar entydigt bestdmd av sina tre sidor 1,2 cm, 3,2 ¢cm respektive 4,2 cm.

Kommentar Cosinusteoremet ér lampligare att anvénda &n sinusteoremet vid
triangelberdkningar. Cosinusteoremet ger alltid en entydig vinkel dér sinusteoremet ger
tva alternativ. I detta exempel berdknas en okind sida med cosinusteoremet och 2:a
gradsekvationen ger naturligt tva olika alternativ.
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Del IT # 18 (0/3/®) Kabeldragning, minsta kostnad

18. Punkterna A och B ligger pa var sin sida aven 30 m bred kanal, se figur.

En kabel ska dras fran punkt A till punkt B. Kabeln ska forst ga genom vattnet till

en punkt P och darefter pa land langs kanalens kant till punkt B.

Kostnaden for kabeldragningen ar 2500 kr/m i vattnet och 1500 kr/m pa land.

Bestam vinkeln v sa att kostnaden for kabeldragningen blir sa liten som majligt. (0/3/=)

75 —x B

Losning, variant v

Skapa kriteriefunktionen.

AP = 3
COSv
x =30 -tanv
PB=75-z
30

f(v) = ———-2500 + (75 - 30 tan v) - 1500
COS v

Minimera kriteriefunktionen.
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30(30)

f(v)=30-(cosv)™-2500 + (75 - 30 tanv) - 1500

f'(v)=30-(=1)-(cosv)™2- (=sinv) - 2500 + (—30

30-2500
f'(v) = ———(sinv -0,6)

cos2 v
v=sin"10,6 = 36,8698976458440°

Med tva signifikanta siffror i indata ar det rimligt att svara med tva siffror.

) -1500

cos2 v

Svar Vinkeln som ger minimal kostnad &r 37°.

Losning, variant z

Skapa kriteriefunktionen.

AP = /302 + 22
PB=75-x
f(xz) =v30%+2x2-2500 + (75— x) - 1500
f(z) = (900 + 2%)% - 2500 + (75 — x) - 1500
Minimera kriteriefunktionen.
() =0,5-(900 + 2%)™5 . 22- 2500 + (-1) - 1500
( T —06) :2500($—0,6-m)
V900 + 22 V900 + 22

x=0,6-v900 + 22
2% =0,36- (900 + %)
0,64 2% =0,36-900

0,36 36
2 _ Y7 = —.
Tt = 0.6 900 o1 900
6
=—-30 = 22,5
x 3 ,
tanvz% = 0,75
30

F/(x) = 2500

txtxtxt

v = arctan 0,75

Svar Vinkeln som ger minimal kostnad ar 37°.
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