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Forord

Utformningen av de nationella proven i matematik har varierat 6ver tid. Uppgifter till
den éldre kursen Matematik D duger utmérkt for traning till kurser enligt Gy 2011.
Skolverket har endast publicerat ett kursprov till kursen Ma4. Innehallet i den dldre
kursen MaD hor nu framst till Ma4 men ocksa till Ma3. I tabellen nedan framgar vilka
uppgifter som ar lampliga till respektive kurs.

1 2 3456 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Ma3 1 2
Mad4 (1) (2) 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Kom ihdg

e Matematik ar att vara tydlig och logisk
e Anvind text och inte bara formler

e Rita figur (om det &r lampligt)

e Forklara inférda beteckningar

Du ska visa att du kan

e Formulera och utvecklar problem, anvinda generella metoder/modeller vid problemldsning.
e Analysera och tolka resultat, dra slutsatser samt bedoma rimlighet.

e Genomfora bevis och analysera matematiska resonemang.

e Vardera och jamfoéra metoder/modeller.

e Redovisa valstrukturerat med korrekt matematiskt sprak.
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Uppgift # 1 (2/0) Enkel integral
2
1.  Berdkna med hjélp av primitiv funktion J. (x* +3)dx (2/0)
0
2 3 2
9 x 8 8§ 18 26
3)de = (= +3 =-+6=-+—-—=—~867
/O(x+)35(3+a:)0 =St = as,
2
Svar %
3
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Uppgift # 2

(2/0)

Alla primitiva funktioner

4(22)

2.

Ange alla primitiva funktioner F' till f(x)=2x+5 Endast svar fordras

(2/0)

I FORMELSAMLINGEN finns funktioner med primitiva funktioner.

Primitiva Funktion Primitiva funktioner
funktioner
k kx +C
Xn+1
X" (n#-1) +C
n+1

flx)=2z+5

Flz) =2~ +52+C

Svar F(r)=2>+5x+C

funktioner.

Kommentar Konstanten C' maste vara med. Uppgiften &r att ange alla primitiva
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Uppgift # 3 (2/0) Bestam sinus
3.  Figuren visar en enhetscirkel.
YA
v >
X
a) Bestdm sinv Endast svar fordras (1/0)
b)  Bestdm sin(180°—v) Endast svar fordras (1/0)

Anvind FORMELSAMLINGEN dar finns definitionen av sinus.

Enhetscirkeln v

Y

tanv:l k
X

|
(x, »)
sinv =1y
— e
cosV = X ‘/
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Y4

A 4

Cirkeln har radien=1. Varje ruta &r 0,2 bred och hog.
Svar a) sinv=10,6

Svar b)  sin(180° —v) = 0,6
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Uppgift # 4 (3/0) Bestam och beridkna derivata
4. Lat f(x)=sin3x
a)  Bestaim f'(x) Endast svar fordras (1/0)
b)  Berdkna f'(0) Endast svar fordras (1/0)
¢)  Ange samtliga 16sningar till ekvationen f'(x)=0 (2/0)

Uppgiftena ar ett exempel pa en sammansatt funktion. Anviand kedjeregeln som finns pa

sidan 3 i FORMELSAMLINGEN.

Kedjeregeln Om y= f(2) och z=g(x) ir tva deriverbara funktioner
sa giller for y = f(g(x)) att
dy dy dz
"= f'(g(x))-g'(x) eller ——=—"-—
y (9())9()eerdx 7 I

a) Derivera

f(z) = sin 3z.

Den yttre funktionen dr f = sin( ) med derivatan f" = cos( ). Den inre funktionen &r

g = 3z med derivatan ¢’ = 3. Vi far:
f'(z) = cos(3zx) -3

Svar a)  f'(z) = 3 cos 3z.

b) Berdkna f'(0)
cos 0=1
1'(0) = cos(3z)-3 = 3
Svar b) f'(0)=3

c) Ange samtliga losningar till f'(z) =0
f'(z) =3+ cos(3x)
0 = cos(3x)
3x = £90° 4+ n - 360°
x==30°+n-120°
Svar ¢) x=430°+mn-120°
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Uppgift # 5 (2/0) Enkelt problem med sinussatsen

5.  Itriangeln ABC éar sidan AB 12,0 cm, vinkeln A 42,5° och vinkeln C 32,3°.
Berdkna lingden av sidan BC. (2/0)

Vinkeln C' (kdnd 32,3°) star mitt emot strackan AB (kdnd 12cm) och vinkeln A (kénd
42,5°) star mitt emot strickan BC' (sokt). Sinussatsen ger

sin A B sin C'
BC  AB

sin42,5°  sin 32,3°

T 12

in 42,5°
o= 19 SA25° 4o
sin 32,3°

Svar Sidan BC' ar 15,2 cm.
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Uppgift # 6 (2/0) Enkel integral

6.  Berdkna exakt arean av det skuggade omradet i figuren. (2/0)
YA
24
y = 2+sinx
14
b 27 ?

Integralen blir

" 1 1

/ (2+sinz)dr = [2z —cosz) ] =[2 -7 —cosm| — [2-0 — cosQ] =27 + 2
0

Svar 27 + 2 areaenheter.
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Uppgift # 7 (2/0) Integral och area

YA
y=f(x)
7.  Grafen till funktionen y = f(x) begrinsar /\
tillsammans med x-axeln tvda omraden med A -
areorna 4 och B areaenheter. Grafen skér / a b g /¢ %
x-axelnia, b och c.
Teckna med hjilp av integral ett uttryck for
a) A Endast svar fordras (1/0)
b) B-A4 Endast svar fordras (0/1)

a) Iintervallet fran a till b &r f(z) 6vre funktion och linjen y = 0 undre funktion
(z-axeln).

1= [vw -0 = [ o a

Svar a) fab f(z) dzx

b) Iintervallet fran b till ¢ & f(x) undre funktion och linjen y = 0 6vre funktion

(z-axeln).
B:/%—f — - [ st
/f M—/ﬂ)

Svar b) — [ f( dx—ff

Kommentar Alternativt kan integrationsordningen kastas om vilket ger

[P f(x) dz + [ f(z) da
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Uppgift # 8 (2/0) Forenkla trigonometriskt uttryck
8.  Forenkla si 1angt som méjligt (cosx + sin x)* —sin 2x (2/0)

cos? z+2 cos z sin z+sin?
N\

-

(cosx +sinz)? —sin2x
trigonometriska ettan noll
7\ 7\
7 Y

-
cos? x +sin?z + 2 cosx sinz — sin 2x

Svar Det forenklade uttrycket blir 1.
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Uppgift # 9 (2/0) Triangelns area

9. Itriangeln ABC ér vinkeln C 50°.

C

/N

o

c B

Vilj a och b s att triangelns area A ges av A4 =12sin 50° cm” (0/2)

Anvind areasatsen som finns i FORMELSAMLINGEN.

. sinA sinB sinC C
Sinussatsen = =
a b C
Cosinussatsen g2 =p? +c2 —2bccos A b a
absinC
Areasatsen T= y B
—_——— 2 c
: " absin 50° : : " :
Enligt areasatsen géller att arean T'= ———— och enligt uppgiften &r arean 12 sin 50°

vilket ger ab = 24. Det finns odndligt manga val av paret a och b.

\Ae s/

Svar Nagra mojliga val ér a =3, b =S8 eller a =4, b = 6 eller a = v/24, b = \/24.
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Uppgift # 10 (0/2) Derivering med produktregeln

10. Visaatt y = x”sinx ir en l6sning till differentialekvationen xy'—2y = x> cosx  (0/2)

Givet

y=a’sinx

visa att
zy —2y=a> cosx.
Strategin &r att utveckla vénsterledet (VL). Borja med att derivera y med hjélp av
produktregeln.
y =2z sinx + 2 cos .

Utveckla vansterledet

VL = 2 (22 sinx + 2% cosx) — 2% sinx

VL =22% sinz + 2° cosz — 22 sinx

VL = 23 cosz.

Vinsterled och hogerled ér alltsa lika vilket skulle visas.
Svar Se ovan.

Kommentar Losningen y = 22 sinx 4r inte entydig. Det finns fler 16sningar till

3

xy — 2y = x° cosx men det hor inte till denna uppgift.
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Uppgift #11 (0/2) Primitiv funktion och linjira
ekvationer

11. Funktionen y = f(x) har en primitiv funktion F(x)= Ax* + Bx dér 4 och B ir
konstanter.

1 2
Bestiim 4 och B da j f(x)dx=2 och j F(x)dx=0 (0/3)
0 0

Bilda de tva ekvationerna

2 /Olf(:v) dz = F(x)

1
~A +B

0
2

2
0—/2f(x)dx—F(m) =A-22+B-2.
0 0 0

Detta ekvationssystem med tva obekanta har 16sningen
A=-2
B=4

= Ax? + Bx

1
0

= Az? + Bx

Svar A= —2och B =4.
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Uppgift # 12 (2/3) Parametrar i fasforskjuten sinuskurva

12. Péaensinuskurva y = Asin(Bx+ C)+ D har en av maximipunkterna
koordinaterna (7, 5). En av de tva ndrliggande minimipunkterna har

koordinaterna (7?7[, 1), se figur.

YA

5
o

H

/N
1/ \
N N4

w

4 /

a) Bestdm A4 och D. Endast svar fordras (2/0)

b) Bestdm B och C. (0/3)

Parametrana A och D ar enkelt att bestimma. Maxvardet ar 5 och minvardet ar 1.

Detta ger amplituden A

b—1
A= ——=2
2
och nollpunktsforskjutningen D &r
5+1
D = — = 3
2

Svar a) A=2och D =3.

Nu aterstar att bestdmma vinkelhastighet B och fasforskjutning C' i
y=2sin(Bx +C)+3
t
argumen

Skillnaden i argument mellan ett maxvirde och nésta maxvérde ar 27 radianer.
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Skillnaden i argument mellan ett maxvérde och efterféljande minvérde dr 7 radianer.

Vi far nu
argument for minvdarde  argument for maxvérde
7 7 4
™
T = (Bg—f—C') — (Bm+0) :Bw(g—l):Bﬁg
=3
4

Nu aterstar att bestdmma fasférskjutning C' i
3
Y= QSin(Zx—i- C)+3

Anvénd koordinaten for maxpunkten (7, 5). Sinusfunktionen har max nér argumentet &r

5 vilket ger

™ 3
§_Z7T+C
—7
C=7
Svar b) B—§ochC’—_—7T
4 4
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Uppgift # 13 (0/4) Parabolantenn och sinussatsen

13. Stina som bor i Halmstad har kopt en
parabolantenn. Hon ska sétta upp den
pa villataket. Hur ska hon rikta
parabolantennen for att bést ta emot
TV-signaler frén en satellit?
Kommunikationssatelliter finns
"parkerade" i soder pa en hojd av
35900 km rakt ovanfor ekvatorn
enligt figuren nedan. Halmstad ligger
pa latituden 56,6° nordlig bredd och
jorden kan antas vara en sfar med
radien 6370 km.

Vilken vinkel v 6ver horisonten i
sOder ska parabolantennen stillas in i
for att bast ta emot signalen?

(0/4)

Nordpolen

A\
7 Halmstad

/ v

° Satellit

(@
35900 km
jordradie ﬂ
6370 km /

Sydpolen

I triangeln OHS &r vinklarna

/0 = 56,6°

/H=90°+wv

/S =180°—/H — /0 =180° — 90° — v — 56,6° = 33,4° — v
Infor beteckningar (for att underldtta)
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r=6370
R =6370+ 35900
Sinussatsen ger
sin(90° +wv)  sin(33,4° —v)
R N r
Trigonometrisk formel for sin(a + 3) ger
sin(90° + v) = sin 90° - cos v + cos 90° - sinv = cos v
och trigonometrisk formel for sin(a + ) ger
sin(33,4° — v) = sin33,4° - cosv — cos 33,4° - sinw
Vi far
cosv  8in33,4° - cosv — o8 33,4° - sinv
R r
cos 33,4° . <sin 334° 1 )
————sinv=| ——— — — | cosv
r r R
r sin33,4° 1
tanv = - =
cos 33,4° r R
r
t =tan33,4° — ——
any = At es, R cos 33,4°
r
=tan~' | tan33,4° — ————— | = 25,6°
v < e, R cos 33,40) ’
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Uppgift # 14 (0/3) Triangel och sinussatsen

14. Itriangeln ABC édr vinkeln 4 dubbelt sa stor som vinkeln B.
Vilka langder kan sidan BC ha om sidan AC ér 12 cm?

(0/3)

Infor variabler enligt
LA =2«
/B =«

Kalla lingden av den sokta sidan BC for x. Sinussatsen ger
sina  sin 2«

12 T

sin «v
Formeln fér dubbla vinkeln sin 2a = 2 sin « cos v ger

2 sin o cos «
=12 ———— = 24 cos«
sin «v

Vilka vérden kan vinkeln o ha? Triangelns vinkelsumma &r 180°. Det géller att

180° =LA+ /B + /C
Ingen vinkel kan vara noll. Da géller
180° > LA+ /B >0°
alttsa att
180° > 3ac > 0°
60°> a >0°
Vi far nu att
12< 2z <24

eftersom cos 60° = % och cos(0° = 1.

Svar 12cm < BC < 24cm
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Uppgift # 15 (2/4) Vattentank, modellbyggnad

15. En behéllare som frin borjan innehéller 300 liter
vatten fylls pd med en inflodeshastighet ¢;,

enligt diagram 1. Vattnets utflodeshastighet g Gin
q,, framgdr av diagram 2. Vitskevolymen vid

en viss tidpunkt beror da pa vilket vérde pa
den konstanta utflodeshastigheten ¢g,, som valts.

=

o)
O Jut

Inflédeshastighet Utflddeshastighet

%in/liter/min A ut/ liter/min A

100

Diagram 1 Diagram 2

e Beridkna hur mycket vitska behéllaren innehaller efter 2 minuter respektive 5
minuter om utflddeshastigheten g,, viljs till 40 liter/min.

e Undersok och beskriv sa utforligt du kan hur vétskevolymen i behéllaren beror
av tiden och valet av utflodeshastighet. (2/4)
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Andring i volym é&r infléde minus utfléde

v
dt = (Gin Qut

V() ¢
300 0

t
V(t) — 300 = / (Gin — que) dt
For de 5 forsta minu’(c)erna gillar att
Gin = 100 — 20 - t
dérefter giller att
Gin = 0.
Utflodet ar g,; om det finns vatten i behallaren, annars ar flodet 0. Med ¢,; = 40 fas

2
v<2):3oo+/ (100 — 20 - £ — 40) dt
0
2
V(2):300+/ (60 — 20 - ¢t) dt
0

1272
V(2) = 300 + [60t ~20- 5} — 380
0

5
V(5):300+/ (100 — 20 - ¢ — 40) dt
0
5
V(5):300+/ (60 — 20 - ) dt
0

27°
V(5) = 300 + [GOt ~20- 5} — 350
0

Skolverkets losning missar att behandla fallet att tanken téms snabbt. For att behandla
detta fall 16s V' (tg) = 0. Alltsa att tanken dr tomd vid tiden ¢y som alltsa &r mindre &dn 5

minuter.
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t2 t
V(t) = 300 + {100t — 20 - 5~ Gutt
0
V(t) =300 + 100t — 10t* — gy t
0 =300+ 100ty — 10t5 — qus to
Gut to = 300 + 100t — 10¢]
300

Gut = — + 100 — 10 %,
to

(For att tomma tanken pa 1 minut kravs q,; = 390.)
For att tomma tanken pa 5 minuter kréavs g,; = 110.
Om g, < 110 finns tva fall. Fallet att ¢ < 5 da géller
V(t) =300+ 100t — 10> — gy t
och fallet att ¢ > 5 da giller att
V(t) = V(5) — qu(t —5)
som géller fram till tanken &r tom, alltsa
V()

Qut
Om ¢, > 110 sa ar volymen

V(t) =300 + 100t — 10t* — gy t
fram till tidpunkten da tanken &r tom. Tidpunkten ¢q da tanken ar tom &r den positiva

t=5+

roten till
0 =300+ 100ty — 103 — qus to
Qut

0=t3+(1—0—10)t0—30

Ovanstaende dr en SKISS pa 16sning. Losningen maste presenteras tydligare.
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