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Forord

Uppgifter till kursen Matematik C duger utmmérkt for tréaning till kurser enligt Gy 2011.
Denna version av losningarna refererar till den FORMELSAMLING som hor till kursen
Matematik 3.

Kom ihdg

e Matematik ar att vara tydlig och logisk
e Anvind text och inte bara formler

e Rita figur (om det &r lampligt)

e Forklara inférda beteckningar

Du ska visa att du kan

e Formulera och utvecklar problem, anvinda generella metoder/modeller vid problemldsning.
e Analysera och tolka resultat, dra slutsatser samt bedoma rimlighet.

e Genomfdra bevis och analysera matematiska resonemang.

e Vardera och jamfora metoder/modeller.

e Redovisa valstrukturerat med korrekt matematiskt sprak.

123 4 5 6 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Ma2 4 5 14
Ma3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1213 15 16 17 18
M3b 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 16 17 18
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Del T# 1 (2/0) Derivera

1. Bestam derivatan till

a)  f(x)=x"-6x Endast svar fordras

b)  f(x)=5e" Endast svar fordras

(1/0)

(1/0)

Anvind FORMELSAMLINGEN.

flz) = 2°—6x
fl(x) = 32°—6

Svar a) f'(z) =32% —6.

flz) = 5e¥
fl(x) = 5-4¢* =20e*

Svar b)  f'(z) =20,

Del I# 2 (1/0) Lokalt maximum

2.  Funktionen y = f(x) har ett lokalt maximum for x =5
Vilket védrde har f'(5)? Endast svar fordras

(1/0)

Vid lokalt extremvérde (maximum eller minimum) &r alltid derivatan 0.

Svar f'(5) =0.
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Del T# 3 (2/0) Maximal hojd

3.  Kaninen Tosen fran Danmark satte 1997 virldsrekord i hdjdhopp for kaniner.
Enligt en modell géller att Tosens hojd under hoppet ges av

h(x)=4x—4x"

déar 4 ar hojden i meter Gver golvet och dir x &r avstandet i meter ldngs golvet
frén avstampet.

Berédkna med hjélp av derivata Tésens maximala hopphojd. (2/0)

—_

& \V
(3 u/

Hojden h ges av

h(z) = 4x—42?
Derivera. Anvind FORMELSAMLINGEN.
h(x) = 4—4-20=4—-8x
Vid maximum &r derivatan 0.
0 = 4—-8x
Beriikna maximal hojd h(0,5)
h(05) = 4-05—-4-05"=2—-1=1

Svar Maximipunktens z-koordinat &r 0,5 och maximal hojd ar 1 meter.
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Del T# 4 (1/0) Bryt ut och férenkla

14 -2x

4.  Bryt ut och forenkla 7 (1/0)
- X
14-2z  2(7T—z) 2 _o
7T—x  T-x 1
Svar 2.
Del I# 5 (1/0) Forenkla
. . . a+3
5. Anvind konjugatregeln och forenkla — (1/0)

a” -9

Anvind FORMELSAMLINGEN

Regler (a+b)? = a®+2ab +b? (a-b)® =a®-3a%p +3ab% —b®
(a—b)? =a®—2ab+b? (a+h)®=a%+3a%b+3ab? +b°

(a+b)(a—b)=a%-b?

ad+b®=(a+b)(@®-ab+h?)
a®-b®=(a-bh)@?+ab+b?)

a+3 a+3 1
a2—9  (a+3)(a—3) (a—3)
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Del T# 6 (1/0) Konstant lutning?
6.  En kompis till dig funderar pa hur kurvan y = 2x” +3 ser ut och pastar sedan:
”Lutningen ar alltid lika med 4, 6verallt pa kurvan.”
Har din kompis rétt? Motivera ditt svar. (1/0)
“Lutning” betyder derivata. Derivera funktion
y = 22°+3.
Anvind FORMELSAMLINGEN. Vi far
y = 2-2x=4x
och denna funktion &r inte konstant.
Svar Lutningen &r inte konstant.
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Del T# 7 (0/2) Los ekvation
7. Los ekvationen x° —x(8x—16) =0 (0/2)

Stdda och bryt ut faktorn x

0 = (2 =8z+16)- =«
2:a gradsekv z=0
Vi har nu en 16sning
ry = 0.

Los 2:a gradsekvationen med pg-formeln som finns i FORMELSAMLINGEN.

2
Andragradsekvationer X2 + px+q=0 X= _gi (B} —q

2:a gradsekvationen ar
0 = 2° -8 z +16 .
—~  —~~
p=—8 ¢=+16
pg-formeln ger
9 = +4+V4L2-16=4+0=4
r3 = +4—vV42-16=4—-0=4.

Svar 21 =0, 29 =4 och 23 =4 .

Kommentar En tredjegradsekvation har alltid minst en rot och hogst tre rotter. Pa

sidan 15 uppgift 13 finns grafer som illustrerar de olika mdojliga fallen.

Kommentar Du far inte svara x; = 0 och x5 = 4. Du maste ha med den tredje roten

1’3:4.
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Del T# 8 (1/1/®) Arlg9<1?7?

8.  Ar Ig9 stdrre eller mindre fin 1? Motivera ditt svar. (1/1/2)

Anvand FORMELSAMLINGEN

Logaritmer y=10" < x=Igy y=e" < x=Iny

X
lgx+Ilgy=Igxy lgx—l9y=lg; lgxP = p-lgx

Foljande tabell visar att 1g9 < 1.

1 = 10° annorlunda uttryckt 1lgl = 0
9 = 10 g9 < 0
10 = 10t annorlunda uttryckt Igl0 = 1

Enligt uppgiften krivs ett motiv. Finns det nagon méjlighet att 1g9 > 1?7 Ar funktionen
y = 10

strikt vixande? Ger ett storre x ocksa ett storre y?

Enligt FORMELSAMLINGEN ggller

Derivator Funktion Derivata
x" darnarettreellt tal | nx"t
a* (a>0) a*Ina

y = 10°-1In10 > 0.

Funktionen y = 10* ar alltsa strikt vixande for alla x.

Svar g9 < 1.

Kommentar Skolverkets réittningsnorm for denna uppgift finns pa de foljande sidorna
9 och 10.
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8. Max 1/1/a

Korrekt svar (1g9 <1) med forsok till motivering, t ex genom att hdnvisa

till att Ig10=1 +lg
med godtagbar motivering, t ex genom att forsoka pavisa att funktionen &r
vixande genom att ange virden for ndgra olika logaritmer +1vg
MVG-kvalitet visar eleven i denna uppgift genom att:
Formulerar och utvecklar problem, anvinda generell metod: Eleven styrker att 1g9 <1
apvéinder genﬁere.lla metoder/modeller med ett generellt resonemang, t ex genom att hivda
vid problemldsning att y =lgx ar en vixande funktion.

Analyserar och tolkar resultat, drar
slutsatser samt bedomer rimlighet
Genomfor bevis och analyserar genomfora bevis: Eleven gor t ex en omskrivning
matematiska resonemang med hjélp av definitionen och kan dirigenom
diskutera véirdet av 1g9 pa ett obestridligt stt.

Virderar och jamfor metoder/modeller

Exempel pa elevlosningar och hur de podngsétts ges nedan. Andra 16sningsforslag
ska bedomas pa likvardigt sétt.

Elevlosning 1 (1 g och 1 vg)

Lg’lﬁo (910~ 1 0<l99 <1

Kommentar: Eleven forsoker, med négra specialfall, pavisa att funktionen &r vixande.
Elevlésningen dr knapphéndig, vilket gor att kvaliteten i elevldsningen beddms vara
precis over gransen for erhédllande av 1 g och 1 vg-poing.
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Elevlosning 2 (1 g och 1 vg och en av MV G-kvaliteterna)

Hiwche Zn \ o dun loganitmrisha Luwnan
\ar\vaum mallan (‘j’ ocke lglo * och l9!0={ o Aa
f) 0

Kommentar: Eleven hdvdar att y =1gx &r vixande i ett intervall och forsdker ddrmed, pa ett
generellt plan, forklara varfor 1g9 < 1. Elevlosningen uppvisar 1 MVG-kvalitet.

Elevlésning 3 (1 g och 1 vg och tva av MVG-kvaliteterna)

99 betyder 10 vpphojt ivacld Gr 9
Alldsa ;| 10X =9

Vivel att : 10'=10

Dartor barde [99 eller X yars mindre an |

Kommentar: Eleven anvinder definitionen for att 6verga till virden som ldtt kan rangordnas

i storlek. Losningen &dr generell och har karaktéren av ett bevis. Den uppvisar tvd MVG-
kvaliteter.
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Del T# 9 (1/1) Lika lutning hos grafer

9.  Figuren visar graferna till y = f(x) och y = g(x)

A ]
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\
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\<\
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=g(x)
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N\
By
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—_’_/// \/
I

5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6x

For vilket eller vilka x giller att f'(x) = g'(x) ?
Motivera ditt svar med text och/eller genom att rita en figur. (1/1)

Vi ska alltsa finna det z-vérde dér f(z) och ¢g(z) har samma lutning.

/

n

w

\ 7

N

e
"
//

~—

-2 -1 0 1 2 3 4

Det géller att ¢’(—1) ar positiv och f/'(—1) negativ, alltsa ar ¢’(—1) > f’(—1). I punkten
x =4 ar det tviartom, ¢'(4) < f'(4). Nagonstans i intervallet [—1, 4] maste derivatorna
vara lika. Det &r svart att avgora exakt var. For x = 1,5 ser lutningarna ut att vara lika.

Svar For x =~ 1,5 ser det ut som derivatorna ér lika.

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson®@tele2.se 2016-02-15



free| eaks NpMaC vt2005 12(28)

Del I1#10 (0/1/®) Ett bevis

10. Visaatt f'(x) >0 forallaxom f(x)= Ax’ + Bx’ och 4 och B ir positiva
konstanter. (0/1/9)

Givet

f(z) = A-2°+B-2°

da blir
F0) = &gt g3
>0 >0
Det géllar att
2 { 22 >0 : x #0
]l 22=0 : r =

Produkten av positiva tal dr positiv och summan av positiva tal dr positiv. Produkt med
faktorn 0 blir 0. For alla z géller da

f(z) = (A~5-x2+B-3)~é >0
>0 >0

vilket skulle visas.
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Del II #11 (3/0) Geometrisk summa
Ma3b

4000-(1,03° - 1)
1,03-1

11. En viss geometrisk summa kan berdknas med

a)  Skriv ut termerna i den geometriska summa som kan berdknas med
uttrycket ovan. (2/0)

b)  Formulera ett problem som handlar om en verklig situation. Ditt problem
4000-(1,03° -1)

ska kunna l6sas genom att berékna uttrycket T03-1 (1/0)
Anvind FORMELSAMLINGEN.
- n f—
Suer%rr';ztr's" a+ak+ak2+...+ak”‘1=L_ll) dark =1

Notera hur n — 1 och n forekommer i formeln fér summa av geometrisk serie. Termerna

blir

4000 - (1,03° — 1)
1,03—1

4000 4 4000 - 1,03 4+ 4000 - 1,032 4+ 4000 - 1,03 + 4000 - 1,03%.

Svar a) Termerna dr 4000; 4000 -1,03; 4000 -1,03% 4000 - 1,033 4000 - 1,03
Svar b)  Hur mycket pengar blir det om man sparar 4 000:-/ar under 5 ar? Réntan
ar 3%.
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Del II #12 (2/1) Berikna maximum
12. Faltforskningsenheten vid Sveriges Lantbruksuniversitet har undersokt hur
méngden kvéve 1 konstgddsel paverkar skdrdens storlek for olika kornsorter.
For kornsorten Baronesse géller funktionen
f(x)=0,002x> —0,81x> +105,6x + 1600 0<x<180
dar f(x)ar skordens storlek 1 kg/hektar och x d&r méngden tillsatt kvéve 1
kg/hektar.
Hur mycket kvéve ska tillsdttas for att skordens storlek ska bli maximal? (2/1)
For att finna extremvirden undersoker vi var f'(x) = 0. Derivera f(x).
f'(xr) = 0,002-32%—0,081-2x+ 105,6
Los
0 = 0,002-3 2% —0,081-2x+105,6
——
0,006
Normalisera ekvation, alltsa dividera med 0,006. Vi far
0 = 2% —270z + 17600.
Anvind pg-formeln (den star i FORMELSAMLINGEN).
ry = 135+ V1352 — 17600 = 135 + v/625 = 135 + 25 = 160
re = 135 — /1352 — 17600 = 135 — V625 = 135 — 25 = 110
Vi konstaterar att bade z; = 160 och x5 = 110 ligger i intervallet 0 < z < 180.
f'(x) = 0,006 (z—110) (x — 160)
Gor en teckentabell och studera &ven grénserna.
r=0]|0<z2z<110 | 2z=110 | 110 <2z <160 | =160 | 160 < z < 180 | z = 180
@) | + - 0 - 0 + +
f(x) | 1600 v 6066 N 59936 ya 6010

Svar En tillsats av konstgodsel med 110 kg/hektar ger maximal skord.
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Del II #13 (2/0) Grafritande minirédknare

13. Anders har fatt en grafritande minirdknare. Forklara for Anders hur han ska
gora for att 16sa ekvationen x° —6x”> =1—9x med sin grafritande miniriiknare. (2/0)

Anders bor anvinda matematisk kunskap i kombination med sin grafritande minirdknare.
En tredjegradsekvation har alltid minst en rot och hogst tre rotter. Foljande olika fall

/AVMN/
|

\

rot dubbelrot+rot rot+rot-+rot rot+dubbelrot rot trippelrot

Ekvationen Anders ska 16sa ér 22 — 6 2> = 1 — 9. En variant 4r att gora en grov skiss av
y(z) =23 — 6 2% + 92 — 1 exempelvis i intervallet [—10, 10] fér att kunna avgora hur
manga rotter som finns och var dessa rotter approximativt ligger. Rotterna ligger déar
grafen skir y-axeln. Sedan kan Anders zooma in och plotta grafen kring roten (eller
rotterna).

En annan variant ir att Anders ritar vinsterledet g(x) = 3 — 6 2% och hgerledet

h(z) =1 —9x och tittar efter skdrningspunkter. Se figuren nedan.

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-02-15



free| eaks NpMaC vt2005 16(28)

Kommentar Notera vad fragan géller, alltsa forklara for Anders. Du ska alltsa inte
berékna roten (det finns bara en rot i detta problem) utan bara forklara for Anders.

Del II #14 (0/2) Exponentialfunktionen
14. 1borjan av ar 2000 kopte Karin andelar i en IT-fond till ett vérde av 3000 kr.
Fem ar senare hade vérdet gatt ner till 1712 kr.
Berdkna den arliga procentuella viardeminskningen for hennes fondandelar. (0/2)
Anviand FORMELSAMLINGEN.
Potensfunktioner Exponentialfunktioner
y=C-x? y=C-a* a>0ocha=l
1712 = 3000 - a®
1712 5
[ f— a
3000
——"
0,5707
a = /0,5707 = 5%% = 0,89
Delen ar 0,89 — 1 = —0,11 vilket ger att minskningen ar 11%
Svar Arliga minskningen ér 11%
2016-02-15
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Del II #15 (3/2/®) Formler i sjukamp
15. Carolina Kliift tivlar i sjukamp och
ar en av Sveriges frimsta medalj-
kandidater i varldsmasterskapen i
friidrott 2005.
I sjukamp tdvlar deltagarna i olika
grenar. For att kunna summera
resultaten fran dessa grenar ridknas
resultatet i varje gren om till poéng.
Internationella friidrottsforbundet
(IAAF) har bestimt de tva formler
som anvinds for podngberikning.
For lopgrenar anvinds:
Poing = a-(b—M)*
For kast- och hoppgrenar anviinds:
Poing = a-(M —b)°
Forklaring:
M = Uppmiitt resultat (16pning i sekunder, hopp i centimeter, kast i meter)
a, b, ¢ =konstanter, se tabellen nedan (b r det sémsta resultat som ger podng)
Konstanter
Gren a b G
200 m 4,99087 42,5 1,81
800 m 0,11193 254 1,88
100 m héck 9,23076 26,7 1,835
Hojdhopp 1,84523 75 1,348
Léangdhopp 0,188807 210 1,41
Kula 56,0211 1,5 1,05
Spjut 15,9803 3,8
a)  Det svenska rekordet i 1dngdhopp for damer ar 699 cm.
Hur ménga poéng far Carolina om hon hoppar s langt i en sjukamp? (1/0)
b)  Virdet pé konstanten c for spjutkastning har fallit bort i tabellen.
Bestdm ¢ om du vet att ett kast pd 48 meter ger 822 poédng. (1/0)
c¢) Vid OSi Aten 2004 hade Carolina 6047 podng infor sista grenen som
var 800 m. Vilken tid hade hon behdvt springa pé for att slé det da
géllande europarekordet 7009 poing? (/1)
d)  Varfor anvinds tva olika formler? (0/1/x)
© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-02-15
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a) Langdhopp

Formeln for kast- och hoppgrenar &r

Poéing = a-(M —b)°
dédr parametrarna ér a = 0,188807, b = 210 och ¢ = 1,41 och M &r hoppets langd i cm.
Ett hopp pa 699 cm ger

Poing = 0,188807 - (699 — 210)"*! = 1169

Svar 1169 poéng.

b) Spjut

Formeln for kast- och hoppgrenar &r
Poéing = a-(M —b)°
dér parametrarna ar a = 15,9803, b = 3,8 och ¢ = ska berdknas. Ett kast M = 48 m ger
822 poang.
822 = 15,9803 - (48 — 3,8)°

———
44,2
822
= 44,2°
15,9803
———
51,4383

Logaritmera. Rékneregler for logaritmer finns i FORMELSAMLINGEN. Det gar bra bade
med 10- eller e-logaritmer.

1g51,4383 = c-lgd4,2
—— ——
1,7113 1,6454
c = 1,04
Svar ¢ =1,04.
c) Lopning

Formeln for 16pgrenar &r

Poing = a-(b— M)
dér parametrarna for 800 meter ar a = 0,11193, b = 254 och ¢ = 1,88. Hon saknar
7009 — 6047 = 962 podng och behover tiden M for att tangera rekordet.

962 = 0,11193- (254 — M)"®®
—_———
962
— 188
0,11193

——
8594,66

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-02-15



free| eaks NpMaC vt2005 19(28)

Logaritmera. Rékneregler for logaritmer finns i FORMELSAMLINGEN. Det gar bra bade
med 10- eller e-logaritmer.
lg8594,66 = 1,88-lgx
—_———
3,9342
3,9342
1 = - = 2,0927
& 188
r = 10%" =10>"%" = 123,79
M = 254 —x =254 —123,79 = 130,21

Svar Hon hade behovt springa snabbare dn 130,21 sekunder.

d) Varfor anvinds tva olika formler?

I rattningsnormen star det

Godtagbar forklaring, t ex ”I 16pning ska formeln fungera sa att den ger fler poing
at mindre M, i kast mm ska det vara tvirtom.” +1vg

Svaret ar korrekt men uttrycker inte hela sanningen. Svaret ger intrycket att om man
tillampar formeln for kastgrenar pa 16pning sa skulle konsekvensen bli minskande poéng.
Sa ar det inte. Lat oss undersoka saken. Formeln for kastgrenar &r

Poing = a- (M —b)°
Anvind parametrar for 800 meter och tiden 130 sekunder och formeln foér kastgrenar. Vi
far da

Poing = 0,11193 - (130 — 254)"* =0,11193 - ( —124 )"®®

—
negativt

Vad menas med (—124)1%? For att fa ett reellt tal (vanligt tal) maste talet innanfor
parentesen vara positivt. Med matematik bortom gymnasiets kurser kan uttryck av typen
(—124)188 beriiknas men resultatet blir inte meningsfullt i detta sammanhang.
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Del II #16 (2/1/®) Derivering pa olika sitt
16. 1denna uppgift ska du bestimma derivatans virde till f(x) = x> +3 i den punkt
pa kurvan dir x =4
a)  Los uppgiften med hjélp av deriveringsregler. (1/0)
b)  Los uppgiften med hjélp av 1dmplig &ndringskvot. (1/0)
c)  Los uppgiften med hjélp av derivatans definition. (0/1/=)

a) Los uppgiften med hjilp av deriveringsregler

Anvind FORMELSAMLINGEN.

Derivator Funktion Derivata

n n-1

X' darnarettreellt tal | nx

f(x) = 2*+3
2x
f'(4) = 2-4=38

=

S

~—
I

b) Los uppgiften med hjilp av lamplig dndringskvot

Andringskvoten dr

4+ h)— f(4
valj lampligt varde pa steget h. Med h = 0,1 far vi
f(4401)— f(4) (4,124 3) — (4> +3)

(16,81 + 3) — (16 + 3)

/4 ~ —
J) 0,1 0,1

f4) =~ 81

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se

0,1

0,81 _
0,1 =8,1

2016-02-15




free| eaks NpMaC vt2005 21(28)
c) Los uppgiften med hjilp av derivatans definition
Anviand FORMELSAMLINGEN.
Derivatans definition £(a) = lim f(a+h)—f(a) _lim f(x)-f(a)
h—0 h x—>a  X-—a
Enligt derivatans definition géller
_f(A+h)—f(4)
/ —
f4) = |im h
oy i (A4 R)? 4 3] — [42 4 3]
f4) = |im h
) . 4+ 8h+h*43] - [47 + 3]
f4) = |im h
8h+ h?
/ _ . I _
f4) = lim = lim[8 4 h] =8
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Del II #17 (0/4/®) Exponentiell avsvalning

17. En termos fylls med hett kaffe och placeras direkt utomhus dér temperaturen
ligger kring noll grader. Temperaturen pé kaffet avtar exponentiellt med tiden.

Efter 4 timmar &r temperaturen 76 °C och vid samma tidpunkt minskar
temperaturen med hastigheten 4,1 °C per timme.

a)  Vilken var temperaturen pa kaffet da det hélldes i termosen? (0/3/2)
b)  Kaffet anses drickbart sd lénge dess temperatur inte understiger 55 °C.

Hur lang tid efter att man hallt kaffet i termosen ar det fortfarande
drickbart? (0/1)

a) Vilken var temperaturen pa kaffet da det hiilldes i termosen?

Anvéind FORMELSAMLINGEN.

Potensfunktioner Exponentialfunktioner

y=C-x? y=C-a* a>0ocha=l

Vid tidpunkten x &r temperaturen

ylx) = C-ad*

dédr C' och a ar parametrar. Bestdm C' och a. Givet &r
y4) = 76

och
y'(4) = —4,1
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dédr minustecknet i —4,1 kommer fran att temperaturen minskar. Anvand

FORMELSAMLINGEN igen och derivera
ylx) = C-a”.

Derivator Funktion Derivata

x" darnarettreellttal | nx"

a* (a>0) a¥Ina

Vi far

y'(x) = C-d”-lna
vilket ger tva ekvationer med parametrar C' och a som obekanta.

%6 = C-a*

—41 = C-d*-Ina
Division av andra ekvationen med forsta ekvationen ger

4,1 C-a* Ina

% C-at

= Ina.

Rékneregler for logaritmer finns i FORMELSAMLINGEN. Anvénd minirdknare for att fa

numeriska varden.

Logaritmer y=10" = x=Igy y=eX¥ < x=Iny
X
lgx+1gy =lgxy lgx—lgy=lg§ lgxP = p-lgx

a = 6lna
a = e7 =0,9475

76
C = — =943

a

Vi har nu temperaturen y som funktion av tiden z
y(x) = 94,3-0,9475".
Kaffet hélldes i termosen da z = 0 vilket ger
y(0) = 94,3-0,9475° = 94,3.
1

Svar a) Kaffets begynnelsetemperatur var 94 °C.
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b)  Nér nar kaffet 55°C?

Los ekvationen

55 = 94,3-0,9475".
Detta &r en exponentialekvation da det sokta x &dr exponent till basen 0,9475. For att 16sa
exponentialekvationer logaritmerar vi ekvationen. Stdda forst, logaritmera dérefter.

95
lg| ——=| = lg0,9475"
£(55) = &0

Anvénd réknereglerna for logaritmer for att flytta x fran exponent till raden.

Logaritmer y=10" = x=Igy y=e* < x=Iny

X
lgx+1gy=Igxy lgx—lgy=lg§ lgxP = p-lgx

1g< i ) = 2 1g 0,9475

04,3
—_———— —_———
—023417 —0023429
—0,23417
= —— = 47 ~ 1
. 0003429 94T 0

Svar b) Efter 10 timmar &r temperaturen 55 °C.

Kommentar

Olika varianter av denna uppgift forekommer i gymnasiets matematikkurser. Darfoér ar
detta en viktig uppgift. Fran praktisk synpunkt dr den hér aktuella formuleringen av
uppgiften konstig. Det gar enkelt att méita temperaturen vid olika tidpunkter men det
gar inte att méata vid samma tidpunkt minskar temperaturen med hastigheten 4,1°C per
timme. Om man vill veta derivatan sa far man méta temperaturen vid olika tidpunkter
och dérefter bestimma en modell av typen y = C' - a”. Fran modellen kan derivatan sedan
uppskattas. Att uppskatta derivatan ur matdata som ar behéiftade med métfel ar ett
svart problem.
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Del II #18 (3/4/®) Volymoptimering av paket

18.

Micke och Peter har startat ett foretag inom Ungt Foretagande (UF). De séljer

trojor med trycket "Mmm ... matematik" och har kunder 1 alla delar av landet.

Darfor tinker de skicka trojorna med posten. For att ta reda pa vad som géller

for att skicka paketen gér de in pa Postens hemsida. Dér hittar de en mattguide
som innehaller informationen nedan:

Ldngd + bredd + bredd + héjd + hgjd  far vara max 200 cm

Ldngd: max 150 cm
Bredd: max 70 cm

Hojd: max 115 cm

De vill skicka trojorna i paket som har sé stor volym som mojligt, utan att
overskrida Postens maximimatt.

Micke tror att ett kubiskt paket ger storst volym. Peter tror att volymen blir &nnu
storre om paketet inte har formen av en kub, men bredd och héjd ér lika.

e Vilken av de tva typerna av paket ger storsta mojliga volym?

e Ar samma typ av paket storst om begrinsningen 200 cm dndras? (3/4/9)
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Vi ska undersoka tva sorters paket, en kub och ett rdtblock med kvadratisk bas. Vi har

foljande begransningar pa paketen:

Ldngd: max 150 cm
Bredd: max 70 cm
Hojd: max 115 cm

Ldngd + bredd + bredd + hgjd + hgjd  fdr vara max 200 cm

Vi har tva fragor
e Vilken av de tva typerna av paket ger storsta mojliga volym?

e Ar samma typ av paket storst om begrénsningen 200 cm #ndras?

Infor foljande beteckningar

L langd
B bredd
H  hojd

Det giller givetvis att L > 0, B > 0 och H > 0.

Kuben

I det kubiska fallet géller att L = B = H = a. De givna begrénsningarna ar

atat+a+t+a+a < 200

a < 150
a < 70

a < 115

Sammantaget betyder detta att
a < 40

Maximal volym V2 erhalles da a = 40
vimax — 40° = 64000
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Ratblocket

I detta fall géller att B = H = x. De givna begransningarna ar

L+z+z+xz+z < 200
0 < L < 150
0 <x < 70
0 < x < 115
Detta betyder att volymen blir
Vistblook = L-z-x

Undersok funktionen Vigpioak (). Det géller att
L = 200—-4x
da blir
Viabloek () = (200 — 4 2) 2* = 200 2% — 4 2°
Derivera
Vo (®) = 20022 —4-32%> =400z — 122° = (400 — 127) - z

For att finna extremvérden 16ser vi ekvationen VY oa(z) =0

0 = (400—122)-
T o

=73

Roten x = 0 ger uppenbarligen minimal volym noll. Den andra roten

L 100
r = =
3
ger
2
L = 2100
3
100 100 2 100\% 2
V(=) = 200-(—) —4-(—) =-210°~ 74000
) - w-(F) -+ (F) -5

Bade z = 1(;70 (alltsa H och B) samt L = 2%0 ligger inom de givna begrénsningarna. Gor

en teckentabell.

t=0]0<2z<iP[z=10180 <2 <50 |z=>50
Viatloek | 0 + 0 - -
106
Vitblock | 0 v a0 N\ 0

xr =

190 ger maximal volym Vs o = 229 ~ 74 000. Notera att x > 50 inte &r mojligt da

det ger negativt L och ddrmed negativ volym. (Negativa x &r inte tillatna. Med negativa
x kan vi fa odndlig volym eftersom nir x — —oo sa L — oo och V' — 00.)

Jamforelse

Rétblocket ger storsta volymen.
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Andrad begrinsning

Byt grénsen 200 mot Z i resonemanget ovan och studera vad som hénder. Vi far da

A4
Vi = <5> = 15

For Visbiock giller
Viabloek(7) = (Z —da)2* = Z2* — 423
r/'a'utblock(x> = Z2LE—43]}2 =/ -2x— 12;62 =2z (2—61')
Z
=%

Den intressanta roten till Vi, . (z) = g dr x = £ som ger
Z A Z3
VI}I&X - Z —4— )= = —
rblock ( 6 ) ( 6 ) 108
Studera de 6vriga granserna
Z3
max 125 : r <70
Vi 70° = 343000 0< 2
Z : x < 70
Vitblok = - 707 : 70< x <150
150 - 702 = 735000 : 150 < =«
Jamforelse

Rétblocket ger storsta volymen oberoende av hur grénsen 200 &ndras.
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