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Forord

Skolverket har endast publicerat ett kursprov till kursen Ma 2. Innehallet i den dldre
kursen Ma B hor nu till Ma 1 och/eller Ma 2. I tabellen nedan framgar vilka uppgifter som
ar lampliga till respektive kurs.

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Ma 1 2 9 14
Ma 2 1 34 5 6 7 2 9 10 11 16 17
Ma 2bc 1 345 6 7 8 9 10 11 12 13 15 16 17
Kom ihdg

e Matematik ar att vara tydlig och logisk
e Anvind text och inte bara formler

e Rita figur (om det &r lampligt)

e Forklara inférda beteckningar

Du ska visa att du kan

e Formulera och utvecklar problem, anvinda generella metoder/modeller vid problemldsning.
e Analysera och tolka resultat, dra slutsatser samt bedoma rimlighet.

e Genomfora bevis och analysera matematiska resonemang.

e Vardera och jamféra metoder/modeller.

e Redovisa valstrukturerat med korrekt matematiskt sprak.
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NpMaB HT 2007 LOSNINGAR

Del I: Digitala verktyg ar INTE tillatna

Del1 # 1 (2/0) Los ekvationerna
Ma2
1. a) Losekvationen x* —6x+5=0 (2/0)
b)  L6s ekvationen 3x? —27 =0 (2/0)

a) Ekvationen &r en 2:a gradsekvation. Los ekvationen med pg-formeln som finns i

FORMELSAMLINGEN.

Regler Andragradsekvationer
(a+b)? =a’®+2ab+b? X2+ px+q=0
(a—b)? =a%—2ab+b? ) o)
(a+b)(@-b)=a®-b? X==o = (—] -4
2 2
0 = 2° —6 +5
—~—
p=—6 ¢=5
T2 = 3+V32-5=3+V4=342
ry = 5

1172:1

Svar a) x;=5ochzy,=1

b) Ekvationen &r en enkel 2:a gradsekvation,

0 = 3z2°—2T.
Normalisera ekvationen, dela alla termer med koefficienten framfér z2. Ekvationen blir

0 = 2°-9
som efter omskrivning blir

2 _

z© =9
med losningen
T12 = +3

Svar b) x; =3 och z5 = 3.
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Kommentar Alla 2:a gradsekvationer kan 16sas med pg-formeln men om en av p eller g
saknas kan ekvationen losas enklare utan pg-formel.

Del 1 # 2 (1/0) Startordning

2. Startordningen i skolans idolshow ska lottas och alla som ska upptrada star darfor
pa scenen i skolans aula. Det &r nio olika upptradanden och Jenny har ett av dessa.
Nio papperslappar med talen 1 till och med 9 (ett tal pa varje lapp) ligger hopvikta
i en hatt. Startordningen bestams av talet pa papperslappen. Jenny ar den forsta att
dra en lapp.

Hon vill helst inte vara den forsta som ska upptréda.
Vad &r sannolikheten att Jenny inte behéver upptrada forst?
Endast svar fordras (1/0)

Alla lappar har samma sannolikhet. Sannolikheten att fa ettan ar %. Sannolikheten att
8

inte fa ettan ar 1 — % =8

Svar

©|0o
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Del 1 # 3 (2/0) Linjart ekvationssystem
2X+5y =14
3. LOs ekvationssystemet { . (2/0)
3X+y=-5

Det finns tva olika metoder for att 16sa linjara ekvationssystem med flera obekanta. For
ekvationssystem med bara tva obekanta ér det betydelselost vilken metod du viljer.

Substitutionsmetoden ér enkel och fungerar utmérkt for tva obekanta.

2x + dy =14
3z +y = -5
Skriv om ekvation (2) till
Y =—-5—3z

Substitutera y i ekvation (1) med hjilp av ekvation (3). Vi far

2x 4+ 5(—=5—3x) =14
20 — 25— 15z =14

—13z =39
x =-3
Med ekvation (3) och (4) kan y beriknas.
y — —5-3-(=3)
Y =4

Svar z=—-3ochy=4
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Del 1 # 4 (1/2) Forenkla sa langt som maojligt
4.  Forenkla sa langt som mojligt
a)  (Bx-=3)(x+4)-17x (1/0)
b)  (x+3)2-3(3+X) (1/0)
a) variant 1
bz —3)(x+4) —17x
br-(x+4)—3-(x+4)—17x
512:203: 33;—:12
5% 4+ 20z — 3z — 12 — 17z
52% — 12
a) variant 2
(bx —3)(zr+4) — 17z
(bx —3)-x+ (bx —3)-4—17x
5023z 202 —12
5% — 3z +20r — 12 — 17z
527 — 12
Svar a) 5% — 12
2016-02-12

© G Robertsson 2016

buggar = robertrobertsson@tele2.se

Ma2



freel eaks NpMaB ht2007 7(27)

b)  variant 1

I FORMELSAMLINGEN finns 1:a kvadreringsregeln

Regler Andragradsekvationer
(a+b)® =a®+2ab+b? X2+ px+q =0

(a-b)?> =a?—2ab+b? ; =~
(a+b)(a-b)=a’ ~b? =21 (2] -

(x+3)2*—-33+2)
——

2246249 943z
2% + 3

b)  variant 2

Faktorisera ut (x + 3)
(x+3)*-3(3+2)
(z+3)[(z+3) =3
(x +3)x

2% + 3

Svar b)  5z% + 3z
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Del 1 # 5 (1/1) Tre linjer
Ma2

5. Figuren visar tre linjer i ett koordinatsystem. Tva av dessa ar parallella.

En av linjerna i figuren har ekvationen y = 2x —3. En annan linje har
ekvationen y =0,5x + 8

a)  Bestam en ekvation for den tredje linjen. Endast svar fordras (1/0)

b)  Motivera ditt svar i a) (0/1)

Svar a) Den tredje linjen har ekvationen y = 2x + 8.

b) Linje C har ekvationen

y=2x—3
eftersom linjen skir y-axeln dédr y = —3 och endast en av linjerna skir negativa y-axeln.
Linje B &r parallell med C och har dérfor samma k-virde. Linje A skéir y-axeln déar y = 8

Linje A och B skér y-axeln i samma punkt, bada linjerna har alltsa samma m-vérde.

Svar b)  Motiv se ovan.
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Del 1 # 6 (0/1) Inkast eller frispark
Ma2

6.  Fasta situationer i fotboll &r till exempel frispark och inkast. Vid bada dessa
tillfallen har spelet tillfalligt stannat upp och bollen ska ater sattas i spel. Vid en
fast situation satte en spelare bollen i rorelse. Bollen foljde darefter en bana som
kan beskrivas med formeln

y =2,0+0,62x —0,043x>

dar y ar hojden i meter 6ver marken och x ar avstandet i meter langs marken fran
den plats déar spelaren befann sig.

Gjorde spelaren en frispark eller ett inkast? Motivera ditt svar. (0/2)

Bollens bana ar

=0

y = 2,04+0,62x— 0,043 22
N~~~ N ~
y=2 noll

Svar Inkast eftersom bollen startar pa héjden 2 meter 6ver marken.
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Del 1 # 7 (0/1) Olikhet
Ma2
. e 3X .
7. lfiguren nedan &r linjen y =7 7 ritad.
For vilka x galler att 7 — 37?( >1? Endast svar fordras (0/2)

Grafisk 16sning, snabbast och enklast for detta problem

IN

[HEY

Svar z <8
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Algebraisk 16sning

Vid riakning med olikheter &r det tillatet att addera eller subtrahera samma tal fran
bégge sidor i olikheten. Det &r ocksa tillatet att multiplicera eller dividera bagge sidor i
olikheten med ett positivt tal. Olikheten &r

3x
7T— — 1
1 >
Samla x pa ena sidan om olikhetstecknet och tal pa andra sidan.
3x
6—— > 0
4
3x
6 >
4
Multiplicera bagge sidor med 4.
6-4 > 3z
Dividera bégge sidor med 3.
8§ >
Svar x <8
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Del 1 # 8 (0/2/®)  Triangel
Ma2

8.  ldenratvinkliga triangeln ABC dras héjden h mot hypotenusan AB. Hojden
delar hypotenusan i tva delar som i figuren betecknas med x och y.

Visaatt h=,/x-y (0/2/9)

A X

Vinklarna u och v dir varandras komplementvinkel' da u + v = /ACB = 90°. Trianglarna
ACD och CBD ir likformiga da vinklarna i bada trianglarna &r u, v och 90°. Tva trianglar
ar likformiga om tva vinklar &r lika. Likformigheten ger

h
y  h
som efter omskrivning ger
R: = z-y
h o= Vi

vilket skulle visas.

'En vinkel u &r komplementvinkel till v niir v + v = 90°. En vinkel u &r supplementtvinkel till v nir
u+ v = 180°.
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Del 1I: Digitala verktyg ar tillatna
Del 1 # 9 (2/0) Linje genom punkter
9.  Enrét linje gar genom punkterna (0, 3) och (2, 7)
a)  Ritalinjen i ett koordinatsystem. (1/0)
b)  Bestdm linjens ekvation. Endast svar fordras (1/0)
Svar a) Vanster figur
y/\ y/\
9 9
8 8
7 2,7) 7
6 6
5 5 Ay=4-
4 4
3 7/(0, 3) 3
1 1
0 - 0 %
012345 012345
b) I FORMELSAMLINGEN finns ekvationen for réta linjen.
Rata linjen Andragradsfunktioner
y=kx+m kzu y:ax2+bx+c a=0
X2 =%
Fo= =2
2
Linjen gar genom punkten (0, 3).
y=2 k=2 x=0
= A~ A=
y =k x 4+ m
~—
m=3
Svar b) y=2z+3
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Del 1 #10 (3/2) Termos
Ma2

10. Ett foretag som tillverkar en ny termosmodell undersoker termosens formaga att
behalla temperaturen for olika drycker. Vid en méatning avtar temperaturen for
kaffe enligt sambandet y = f (t)

Diagrammet visar kaffets temperatur y °C som funktion av tiden t timmar efter det
att termosen fylldes med kaffe.

a) Bestam f(6) Endast svar fordras (2/0)
b) Tolkavad f(6) betyder i detta ssmmanhang. (1/0)
c)  Formulera en fraga om kaffet som kan besvaras med hjalp av I6sningen till
ekvationen f(t) =50 (0/2)
d) Berakna M (1/0)
e) Tolkavad M betyder i detta sammanhang. (0/1)
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a) Bestim f(6)

—— f(6) =60 ——

Svar a)  f(6) =60

b) Tolka vad f(6) betyder i detta sammanhang.

Svar b)  Temperaturen efter 6 timmar.

c) Formulera en fraga

Svar c¢) Vid vilken tidpunkt ¢ &r kaffets temperatur 50°.

d) Berikna ...

Svar d) —4,2°

e) Tolka vad...

Svar e) Temperaturen sjunker i medeltal —4,2°/h under de 6 forsta timmarna.
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Del 2 #11 (4/0) Mast med linor
11. En 30 meter hog mast ar fastspand med linor som gar fran masten snett ner till

marken. Den 6vre linan ar 40 meter lang och har sitt faste 5 meter under mastens

topp. Den undre linan har sitt faste ytterligare 10 meter langre ner pa masten. Den

ar spand parallellt med den Gvre linan. Masten star vinkelratt mot marken.

a)  Hur langt ut fran masten &r den 6évre linan fast i marken? (2/0)

b)  Hur lang ar den undre linan? (2/0)
a) Hur langt ut ...

30

Anvind Pythagoras sats.

40> = 25% + 22 257

xr = V40?2 —252 =~ 31
Svar a) 31 meter.
15
ovre lina 40 meter

b) Hur lang &r den undre linan?
Anvind likformighet. undre lina z meter

P 15 \

= = = =24

40 25 ger 2 0 ! \
Svar b) 24 meter. 0 X
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Del 2 # 12 (1/1) Skidhandskar
Ma2bec

12. En foretagare tillverkar skidhandskar i fargerna morkbla, gra och svart. For att fa
en battre uppfattning om fargernas popularitet bland ungdomar sa skickade han ut
en enkat.

Enkaten skickades ut till 500 ungdomar som gar pa en narbeldgen gymnasieskola.
Av de 297 svaren som han fick in framgick att 19 % féredrar morkbla, 41 % gra
och 40 % svarta handskar.

Eftersom bortfallet var stort gjorde han en undersékning av bortfallsgruppen. Han
ringde darfor slumpvis upp 55 av de ungdomar som inte skickat in enkaten och da
svarade 10 av dem morkbla, 23 gra och de 6vriga svart.

Kommentera resultatet av bortfallsundersokningen. (/1)

svarsgrupp bortfallsgrupp, 55

andel antal andel
morkbla  19% 10 10/55 ~ 18%
gra 41% 23 23/55 ~ 42%
svarta  40% 22 22/55 ~ 40%

Svar Skillnader mellan svarsgruppen och udersokningen i bortfallsgruppen &r
marginella.
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Del 2 #13 (1/1) Triangel i cirkel
13. | cirkeln nedan ar AC en diameter.
Matning i figur ej tillaten
a)  Hur stor &r vinkeln x? Endast svar fordras (1/0)
b)  Hur stor &r vinkeln y? Endast svar fordras (0/2)

Uppgiften behandlar trianglar inskrivna i en cirkel. Anvénd randvinkelsatsen som finns i

FORMELSAMLINGEN.

Kordasatsen Q Randvinkelsatsen
ab=cd Q u=2v

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se
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a) Enligt randvinkelsatsen &r vinklarna vid B och C lika stora da bada vinklar &ar
randvinklar till bagen mellan A och D.

68°

68°

Svar a) 1z = 68°

b)  Enligt randvinkelsatsen &r vinkeln vid D hélften av vinkeln vid mittpunkten M.
Bagen ar A till C. Vinkeln vid M ar 180° vilket ger att vinkeln vid D &r 90°. Me tva
kédnda vinklar i triangeln ACD kan vinkeln y berédknas enligt y = 180° — 90° — 68° = 22°.

Svar b) y=22°

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-02-12
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Del 2 # 14 (1/2) Golfbollar
14. Johanna har 5 vita och 3 gula golfbollar i sin golfbag. Hon tar upp tva bollar ur
bagen.
a)  Hur stor ar sannolikheten att Johanna far tva vita bollar? (1/1)
b)  Hur stor ar sannolikheten att Johanna far en boll av vardera fargen? (0/2)

Uppgiften behandlar dragning utan aterlaggning. Lat V beteckna vit boll och G beteckna
gul boll. T traddiagrammet visas de tva forsta dragen vid dragning utan aterldggning.
Med P(VG) menas sannolikheten for att forsta draget ger vit boll och andra draget gul
och med P(GV) menas att sannolikheten for att forsta draget ger gul och andra draget
vit boll.

5V 3G
/ \
P(V) =% P(G) =2
/ \
4V 3G 5V 2G
N /N
P(V)=7 P(6) =3 P(V)=% P(G) =}

Resultatet av dragningen kan sammanfattas i féljande tabell.

l:a bollen 2:a bollen sannolikhet

20 _ 5
\ \% % =3
\Y G ?—g
G \% % i
Svar a)  Sannolikheten att fa tva vita bollar dr 23 = 2.

Svar b)  Sannolikheten att fa en vit och en gul boll dr £ + 12 = 12,

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-02-12
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Del 2 # 15 (1/1/®) Medelvirde och median
Ma2bc

15. a)  Ge ett exempel pa fyra olika tal sa att medelvardet for talen &r lagre an
medianen for talen. Endast svar fordras (1/0)

b)  Hur maste fyra olika tal véljas for att medelvardet for talen ska vara lagre

an medianen for talen? Motivera. (0/1/2)
a)
median 6
~ =
0O 5 7 8

medelvirde =(0+5+7+8)/4=5

Svar a) Exempelvis 0, 5, 7 och 8 har stérre median d&n medelvirde.

b) Lat de fyra talen vara o7 < z3 < x3 < x4. Medelvirdet ska vara ldgre &n medianen.

1+ X9+ T3+ x4 < To + X3

4 2
~~ d ——
medelvirde median
Olikheten kan skrivas om enligt féljande
$2+ZL‘3 T+ T4 < ZEQ—f—I'g
4 4 2
T+ 2y T + T3
<
4 4

1 +x4 < o+ T3.
Svar b)  Medelvirdet av xq, xg, x3 och 24 da z7 < 29 < 3 < x4 &r ligre &n medianen
nar ry + x4 < T9 + T3.
Kommentar [ Skolverkets rattningsnorm star féljande.
15. Max 1/1/a

a)  Korrekt svar (t.ex. talen 2, 7, 8 och 9) +1g

b)  Godtagbar forklaring (t.ex. ”sénk det minsta talet till dess att medelvardet
blir lagre an medianen”) +1vg

© G Robertsson 2016 buggar = robertrobertsson@tele2.se 2016-02-12



free| eaks NpMaB ht2007 22(27)

Del 2 # 16 (0/3/®)  Liksidig triangel

16. De tvaratalinjerna y = kx+7 och y=—kx+7, dar k ar en positiv konstant,

bildar tillsammans med x-axeln en triangel. Bestam k sa att denna triangel blir
liksidig. (0/3/2)

1A (0,7)

C (£,0) B (1,0

\)
7
X

Triangelns sidor &r alla lika langa och d. Med avstandsformeln (Pythagoras sats) kan
avstandet mellan A och B beréknas enligt

7 49
2 = 72—y 4J
P () = 49+ ()
Avstandet mellan B och C ar
J - 7_(—7) 14
ok k' k
196
2
d — ?.
Vi far nu
196 49
e - YT
147
e o
49 1
2 — - = =
SV
1
E = —.
V3
1
Svar k= —
V3
Kommentar Notera att £ = % ger samma triangel.
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Del 2 # 17 (2/4/®) Dela lika -
a

17. Ibland har man nytta av att kunna dela
ett glasspaket i tre lika stora delar. Det
finns en metod att gora detta med
enbart en kniv. Din uppgift &r att under-
sOka metoden och visa att den fungerar.
Glasspaketet har formen av ett ratblock.

Vi borjar med att dela in glasspaketet i tva lika stora delar.

Dela lika pa tva

Markera diagonalerna och markera en linje genom diagonalernas skarningspunkt A
parallellt med kortsidorna. Denna linje delar glasspaketet i tva lika stora delar.

Ett glasspaket som har matten 18 cm x 9 cm x 3,1 cm rymmer en halv liter glass.

Tank dig nu ovansidan av detta glasspaket, med matten 18 cmx9 cm, inlagt i ett
koordinatsystem.

o Bestdm ekvationer for de réta linjer som utgor diagonaler.

o Bestam skarningspunkten A genom att I6sa ett ekvationssystem och visa att
den streckade linjen genom punkten A delar paketet i tva lika stora delar.
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Dela lika pa tre

Markera en linje genom ett hérn och mitten av den motsatta langsidan. Denna
linje skar diagonalen i en punkt B. Dela paketet l1angs en linje som gar genom B
parallellt med kortsidorna. Da far du en tredjedel. Den andra tredjedelen skar du
av pa andra sidan med samma metod och samtidigt far du da ocksa den sista
tredjedelen.

o Stall upp ett ekvationssystem och bestdm skéarningspunkten B for
glasspaketet som har matten 18 cm x 9 cm pa ovansidan.
Visa att metoden ”Dela lika pa tre” fungerar i detta fall.
(Du behover bara visa hur den forsta tredjedelen fas.)

o Visa att metoden “Dela lika pa tre” fungerar for alla glasspaket i form av
ratblock, oavsett vilka matt ovansidan har.
(Du behover bara visa hur den forsta tredjedelen fas.) (2/4/)

Vid bedoémningen av ditt arbete med féljande uppgift kommer lararen att ta
héansyn till:
e Hur generell din I6sning ar
Vilka matematiska kunskaper du visar
Hur vél du motiverar dina slutsatser
Hur val du genomfoér dina berédkningar
Hur vél du redovisar och kommenterar ditt arbete
Hur vél du anvander det matematiska spraket

Uppgiften rymmer konkreta formuleringar som matten 18 ¢cm x 9 cm. Alternativet ar en
mer generell formulering som b x h. Ibland &r det latt och lampligt att arbeta konkret
men det kan ocksa délja struktur pa ett sidtt som generell formulering inte gor.
Exempelvis blir kvoten b};%gid i ett konkret fall bara ett tal som inte avsléjar nagon
struktur.
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Bestam ekvationer for de réita linjer som utgoér diagonaler.
Behandla det generella problemet, infér b som betckning for bredd och A for hojd.
Y/\ Y/\
h h
h h
y=4 y=h-— 77
0 > 0 >
X X
0 b 0 b
Linjen fran nedre vanstra hornet (0,0) till 6vre hogra hornet (b, h) &r
h
= —x
o0
och ekvationen fran 6vre vénstra hornet (0, k) till nedre hogra (b, 0) &r
h
= h——u.
) b T
Svar Med b = 18 och h = blir ekvationerna y = %m respektive y = 9 — %x
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freel eaks NpMaB ht2007 26(27)
Bestam skidrningspunkten A genom att 16sa ett ekvationssystem ...
yl\
h 1
A
0 - >
X
0 b
De tva ekvationerna &ar
h
= -z
YT
h
y = h— 77
Los ekvationssystemet. Eliminera y.
h b h
—x = h——-z
b b
2h
e = h
v
b
r = =
2
Med z kénd kan y berdknas ur forsta ekvationen.
_hb _h
YT b2 T 2
. P S
Koordinaterna for A ar 3 3 )
Svar Med b = 18 och h = 9 blir koordinaterna for A (9;4.5).
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freel eaks NpMaB ht2007 27(27)

Stall upp ett ekvationssystem och bestim skidrningspunkten B ...

YI\

><\r

Linjen fran nedre vénstra hornet (0,0) till 6vre hogra hornet (b, h) ér

h
= —z
YT
b
och ekvationen fran (0, k) till (5, 0) ar
2h
y = h-7re

Los ekvationssystemet. Eliminera y.

h 2h
h
37 xr = h
x P é
-3
Med x kidnd kan y berdknas ur forsta ekvationen.
hb h
V= 3373
: o (b R
Koordinaterna for B &r 33

Visa att metoden ”Dela lika pa tre” fungerar for alla glasspaket ...

I ovanstaende 16sning har inga speciella egenskaper hos paketets bredd b och héjd h
anvants. Losningen géller alltsa alla paket.
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