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1 Los ekvationer exakt

Los ekvationerna exakt:
a) 22=9

b) 27=12
c) lgx=2
1 LOSNING

a) Ekvationen &r en potensekvation. Den sokta variabeln x finns pa raden och ar
upphdjd till potensen 3. I FORMELSAMLINGEN finns riékneregler for potenser

XaY _ aX+y a_x_ X=y X\Y _ Xy a—X:i
a’a’=a ay—a (@")’ =a "
a¥ (aY" 1 0
aXbXZ(ab)X b_xz(gj an :[{/g a =1
2 = 9
(x3)1/3 — 91/3
r = 93

Svar a) =93

b) Ekvation ar en exponentialekvation. Den sokta variabeln x finns som exponent till 2.
Exponentialekvationer 16ses genom att logaritmera ekvationen och dérefter anvéinda
rékneregler for logaritmer. I FORMELSAMLINGEN finns ridkneregler for loagritmer.

Logaritmer

y=10" = x=Igy

X
lgx+Igy=Ilgxy ng—lgy=|g§ lgxP = p-lgx
Ekvationen &r
2t = 12.
Den logaritmerade ekvationen blir
lg2® = l1gl2

och med hjéalp rakneregler for logaritmer far vi
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r-lg2 = l1gl12
_g12
S lg2’
Svar b) «x= lg12
lg 2

c) Los ekvationen

lgx = 2
I ekvationens vénsterled finns logaritmfunktionen och i FORMELSAMLINGEN finns
definitionen av logaritmfunktionen.

Logaritmer

y=10" < x=Igy

X
lgx+1gy = lgxy IgX—lgy=|g§ lgxP = p-lgx

Den dubbelriktade pilen < betyder om och endast om alternativt dr ekvivalent med.
Symbolen < anvénds bade i matematik och filosofi/logik. Vi far:

x = 10%=100.

Svar ¢) x =100
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2 Andragradsfunktion och symmetrilinje

En andragradsfunktion har nollstéllen x = 10 och x = -2. Ange funktionens symmetrilinje.

2 LOSNING
Symmetrilinjen ligger mitt emellan de tva rotterna (nollstéllena).
10+ (-2) _ 4
2

Svar Symmetrilinjen har ekvationen x =4

Kommentar Det finns manga olika ekvationer som har rétterna z = 10 och x = -2.

Y
y=-0,1-(z+2)(z-10)
— —~—
e N

y=0,1-(z+2)(x-10)
N\ /
AN /
N /

y=02-(z+2)(x-10)
R

symmetrilinje

Marjan & GRob 2016-03-05



Marjan Repetitionsuppgifter Ma2

5(45)

3 Forenkla uttryck
Forenkla uttrycket (z—4)(x+1)+15 sa langt som mojligt.

3 LOSNING

Variant 1:

(z-4)(z+1)+15
x-(x+1)-4-(x+1)+15

—

224z dz+4
(2> +7) - (4x+4)+15
2 +r-4r-4+15
2> -3z +11

Variant 2:

(x-4)(x+1)+15
(x-4)-z+(x—-4)-1+15

—~—

x2-4x -4
2—4r+xr-4+15
x2-3z+11

Svar 22-3z+11

Marjan & GRob
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4 Raét linje

a) Bestdm k och m for linjen nedan.
b)  Ange ekvationen for en linje som &r parallell med linjen nedan.

y/\
3
2
1
54 -3 -2 -1 1 2 3 4 57
|
22
|
-3
4 LOSNING
I FORMELSAMLINGEN finns ekvationen for riata linjen.
Rata linjen Andragradsfunktioner
y=kx+m kzu y:ax2+bx+c a=0
X2 =%

Da x =0 blir y =m i rdta linjens ekvation. Valj tva punkter. k = Ay/Ax

AN

y Y
3 3
) 2 ¢
1 1
32 -1 1 2 3 4 57 32 -1 1 Ay=5 57
| m=-1 |
) 22
|
-3 } Ar =5

Svar a) k=1lochm=-1
Svar b) Samma k-vérde ger parallella linjer, y = x.
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5 Andragradsfunktion

For en andragradsfunktion géller foljande.
e Funktionen har ena nollstallet x = 5.
e Funktionen har sitt minsta varde vid z = -1.

For vilket viarde pa x har funktionen sitt andra nollstélle?

5 LOSNING

En andragradsekvation har sitt max/minvirde pa symmetrilinjen som ligger mitt emellan
andragradsekvationens nollstéllen (rotter).

)
¢ Az =6 i Az =6 >
-7 -1 5

symmetrilinje x = -1

Svar Funktionen har sitt andra nollstalle for z = -7.

Svar z=-7
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6 Rat linje?

I ett koordinatsystem finns de tre punkter som markerats i figuren. Wilma anser, att
dessa tre punkter ligger pa en rét linje. Madeleine menar, att punkterna inte alls ligger pa
en rat linje utan att det bara ser ut sa. Undersck vem som har rétt.

(Nationellt prov, kurs B, vt 2002)

(10, 8)

(3, 4)

+

(_67 _1)

6 LOSNING

Kalla punkterna fran vénster till hoger for A, B och C.

A (-6, -1)
B (3,4)
C (10, 8)

Det finns flera olika strategier for att 16sa problemet. Om punkterna ligger pa en rét linje
sa ska en linje som gar genom A och B ha samma riktningskoefficient som en linje som
gar genom B och C. Riktningskoefficienten kag for en linje genom A och B ér

I 4-(-1) _5
BT 32(-6) O
Riktningskoefficienten kgc for en linje genom B och C &r
8-4 4
k —_— ==
"¢ T 10-3 7

Svar Punkterna ligger inte pa en rét linje.
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7 Rétta/falska pastaenden

Ett eller flera av féljande pastaenden stdmmer inte. Vilket eller vilka?

a) y=3xr-42?+ 1 har en minimipunkt.
b) Linjen x =5 &r parallell med z-axeln.

c) En andragradsfunktion med tva nollstillen har en maximi- eller minimipunkt vars
x-koordinat ligger mitt emellan nollstéllena.

d) lg9<1
7 LOSNING
a) FEL Har maximipunkt
b) FEL Linjen x = 5 &r parallell med y-axeln
c) KORREKT Symmetrilinjen ligger mitt emellan nollstéllena (om det finns

nollstéllen).
d) KORREKT Ig10=1ochlg9<1
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8 Grafisk 16sning

Nedan finns grafen till funktionen y = 22 — 4x + 3.
Los ekvationen x? — 4z + 3 = 3 med hjalp av grafen och forklara hur du gor.

y 2
jy=z“-4x+3

8 LOSNING

@ Y
<
I
w

—
vinsterled hogerled

Losningarna ar skarningspunkterna mellan véanster och hogerled.

Ekvationen dr 22-4x+3= 3.
| ——

Svar Losningarna ér z = 0 respektive x = 4. Figuren ovan illustrerar.
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9 Beridkna utan riknare

2
Berakna utan raknare L
93 +93 + 93
9 LOSNING
932 _93-93_%_3-31_31
93+93+93 3.93 3 3
Svar 31
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10 Vinklar i fyrh6rning

Bestdm vinklarna x och y i den inskrivna fyrhorningen.

10 LOSNING

Anvénd randvinkelsatsen den finns i FORMELSAMLINGEN. Enligt randvinkelsatsen &r
medelpunktvinkeln « dubbelt sa stor som motsvarande randvinkeln v.

Kordasatsen Q Randvinkelsatsen
ab=cd Q u=2v

Anvand randvikelsatsen for randvinkeln vid A. Motsvarande centrumvinkel blir 2 x 75°.
Anvénd randvikelsatsen for randvinkeln vid A’. Motsvarande centrumvinkel blir 2 x z.

<
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Summan av de tva centrumvinklarna dr 360°.

2x75°+2xx = 360°

' +x = 180°
x = 180°-75°
r = 105°

Pa motsvarande séitt kan y beriknas.
y = 180°-100° =80°

Svar x =105° och y = 80°.

Kommentar I en fyrhérning som ar inskriven i en cirkel &r summan av motstaende
vinklar 180°. Det gar naturligtvis att anvdnda den satsen i stéllet for randvinkelsatsen.

Marjan & GRob
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11 Bestidm vinklar i triangel

Bestdam vinklarna x och y i triangeln nedan.

104°

11 LOSNING

Triangeln ar likbent med en vinkel 104°och tva lika vinklar x.

104°

T T

yttervinkel y = 180° — x

Triangelns vinkelsumma &ar 180°.

180° 104° + 2z
rz = 38°
y = 180°-38°=142°

Svar 1z =38 och y = 142°
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12 Geometriskt problem

Punkterna A, B och C ligger pa en cirkel. O &r cirkelns medelpunkt. Bestam vinklarna A,
B och C. Mitning i figur accepteras ej.

12 LOSNING

Det finns olika sétt 16sa problem av denna typ.

Variant I

Lat « beteckna vinkel och A triangel. Med kunskap om att triangelns vinkelsumma &r
180° kan foljande berédknas.

A BOC  likbent med <«BOC =140° ger <«0BC=20CB=20°
A AOB likbent med <«OAB = 20BA =30° ger <«AOB=120°
A AOC likbent med <«AOC=360°-140°-120°=100"° ger <«OAC= «0OCA=40°

Nu kan de sokta vinklarna A, B och C beraknas

Marjan & GRob 2016-03-05
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30° 40°
<A = 2«BAO+ 2£0AC=70°
30° 20°
——

«B = 2ABO+ 20BC=50°
40° 20°
——

2C = 20CA+ 20CB=60°

Svar A =70°, B=50° och C=60°.

Variant I1

Randvinkeln BAC till cirkelbagen BC &r hélften sa
stor som medelpunktsvinkeln BOC till samma
cirkelbage. Medelpunktvinkeln &ar 140°, randvinkeln A
ar 70°.

Triangeln AOB ér likbent med basvinklarna 30° och
toppvinkeln 120°. Randvinkeln, C, till cirkelbagen,
AB, ar hélften sa stor som medelpunktsvinkeln, AOB,
till samma cirkelbage. Medelpunktvinkeln
(toppvinkeln) &ar 120°. Randvinkeln C &r 60°.

Med tva vinklar kénda i triangeln ABC blir vinkel B 50°.

Svar A =70°, B=50° och C=60°.

Marjan & GRob 2016-03-05
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13 Tva andragradsekvationer

Los ekvationerna.
a) 22-3x=0
b) 22-2:-8=0

13 LOSNING

a) Ekvationen dr en andragradsekvation. Alla andragradsekvationer kan l6sas med
pg-formeln. Nagra gar att 16sa enklare utan pg-formel. Denna ekvation kan 16sas med
faktorisering.

0 = 2°2-32=2 (v-3)
;:(l) =3

Svar a) z =0 respektive z = 3.

b) Denna ekvation maste 16sas med pg-formeln.

Regler Andragradsekvationer
(a+b)? =a® +2ab+b’ X2+ pxX+q =0
(a—b)? =a®—2ab+b? ) =
(a+b)@a—b)=a? —b? x=_ Py (_j .
2 2
0 = 22 -2z -8
e
p=—2 ¢=-8

T12 = 1:&\/12—(—8)
T1p = 1+9

T12 = 1+3

Svar b) x = -2 respktive z = 4.
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14 Virdeminskning

En viss pryls virde dndras efter modellen V() = 4500 - 0,82¢ dar V' &r vérdet i kr och ¢ &r
tid i ar efter inkopet.

a) Vad ar inkopsvirdet for denna pryl?
b)  Med hur manga procent &ndras prylens vérde per ar?

c) Berdkna V(2).

14 LOSNING

a) Inkopsvirdet ar virdet da t =0 alltsa 4500 0,820 .

—
1

Svar a) Inkopsvérdet dr 4 500 kronor.

b) Fordndringsfaktorn dr 0,82. Den arliga &ndringen &r

slut start

— ~=

082 -1 = -0,18 =-18%.
—
dndring

Svar b)  Prylens virde éndras varje ar med —18%.

c) Berdkna V(2).
V(2) = 4500-0,822 = 3026

Svar ¢) 3026 kronor.
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15 Modell for vikt och langd

For barn mellan 5 ar och 13 ar finns en modell som ger sambandet mellan barnets vikt y
kg och lingd x m. Enligt denna modell ar y = 2,4 - 10982, Anvind modellen och besvara
foljande fragor.

a)  Hur mycket véiger ett barn som &r 1,2 m?

b)  Vilken l&dnd har ett barn som véger 32 kg?

15 LOSNING

a) Ett barn med ldngden 1,2m véger

r=1,2

——
y = 24-10%% = 24-10%%1% = 2,410
y:BT,Q

Svar a) Barnet viger 21,9 kg,

b) For ett barn som viger 32 kg géller det att 16sa ekvationen
32 = 2.4-10%%,
Detta &r en exponentialekvation som 16ses genom logaritmering. Borja med att samla tal

i vansterledet och logaritmera dérefter.
32

el 100,8J1
2.4
32
log— = log10%%
og 2.4 og

Anviand FORMELSAMLINGEN och minirdknaren.

Logaritmer

y=10" < x=Igy

X
lgx+1gy=Igxy ng—lgyzlgy lgxP =p-lgx

1,1249 1

— —

1 32 0,8z - log 10

0og 2.4 = U,ox - log

1,1249 = 0,8«

1,1249

T = =1,4062 ~ 141 cm

)

Svar b) 141cm
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16 Diagonal ...

Diagonalen pa ett kvadratiskt bord &r 1,3 m. Berdkna bordets Area och Omkrets.

16 LOSNING

Vi gor en generell 16sning och startar med att rita ett kvadratiskt bord med sidan x.

Bordet har
sidan T
omkrets 4-x

area 2

diagonal 2z enligt Pythagoras sats.

Vart bord har diagonalen 1,3 m vilket betyder att /2 = 1,3 och dérmed #r =

far: .
sidan r = - =092 m

3

w

=

omkrets 4-r = —— =368 m
V2
13\

area 2 = (;) = (0,85 m?
V2

diagonal /2z= = 1,3 m.

Svar Se tabellen ovan.

Marjan & GRob
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17 Los ekvationer

Los ekvationerna

a) 3r+5=T7+2x

by 51
2r 2

17 LOSNING

a) Los ekvationen

vénsterled hogerled
— —
3r+5 = T+2x

Flytta termer med x till vénsterled och tal till hégerled.
3r-2x = T7-5
r = 2

Svar a) z=2

b) Los ekvationen

vinsterled hogerled
— —
5) 1
2x 2

Hér &dr alla termer med z i vansterledet och hogerledet innehaller enbart tal. Problemet
ar att = finns i vinsterledets ndmnare. Multiplicera bada led med x

25wl
2 2

och forkorta bort x vansterledet.

x

2 2

Fortsatt.
r = b

Svar b) z=5

Kommentar Det ar tillatet att multiplicera bada led i en ekvation med ett tal endast
om talet ar skilt fran noll. I detta fall &r talet x =5 och skilt fran noll.
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18 Ekvationssystem

Los ekvationssystemet med valfri algebraisk metod.

3z+3y = 0

-r+4y =

18 LOSNING

Det finns tva metoder for att 16sa linjiara ekvationssystem. Substitutionsmetoden &r enkel
nar antalet obekanta ar 2. For problem med 3 eller fler obekanta ér additionsmetoden
lampligare. Vi anvinder den enkla substitutionsmetoden.

3r + 3y =0 (1)
-r + 4y =5 (2)

Los ut y ur ekvation (1), vilket ger
y =-x
Stoppa in detta y i ekvation (2), vilket ger
-r + 4(-x)=5
-5 =5

x =-1

Stoppa in detta x i nagon av ekvationerna (1) eller (2) for att bestdmma y.
Vi far

Y = 1.
Svar z=-1ochy=1.
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19 Virdeminskning

En bils viarde dndrades fran 210000 kr till 156 000 kr under 4 ars tid. Antag att
vardeminskningen har varit lika mycket varje ar. Bestdm den arliga procentuella
viardeminskningen for bilen.

19 LOSNING

Antag att den arliga forandringsfaktorn &ar x. Da géller

156000 = 210000 -z*
— = x
210
156\, 4
= (=—)Y*=0,92838

Fordndring ar slutvirde minus startvirde. Den arliga fordndringen blir

0,92838- 1 = -0,071619=~ -7,2%
—_—— S —
slut start foriandring

Svar Den arliga forandringen ar —7,2%.

Marjan & GRob
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20 Linjara ekvationer

Ett ekvationssystem bestar av tva ekvationer. Varje ekvation innehaller tva variabler z
och y och en konstant. Ena ekvationen &r 2z -y = 10.

a) Vad dr den andra ekvationen om ekvationssystemet har odndligt manga 16sningar?

b)  Vad kan den andra ekvationen vara om ekvationssystemet saknar 16sning?

20 LOSNING

a) Den andra ekvationen kan vara (en till kopia av)

2z-y = 10 (1)
eller en multipel av ekvationen, exempelvis
dr -2y = 20

Svar a)  Se ovan.

b) Den andra ekvationen kan exempelvis vara

20—y = 11 (2)
da blir skillnaden mellan (2) och (1)
0 =1

vilket dr uppenbart orimligt.

Svar b)  Se ovan.
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21 Linjart ekvationssystem

Lena &r mycket intresserad av gamla koppar. En butik séljer hennes favoritkoppar i tva
storlekar. Tabellen visar hennes inkép vid tva olika tillfallen.

Inkoép stora koppar sma koppar totalt (Kr)
Z1 3t 5 st 540
# 2 4 st 8 st 820

Hur mycket kostar de stora respektive sma kopparna per styck?

21 LOSNING

Stall upp ett system av ekvationer. Antag att en stor kopp kostar x kronor och att en
liten kopp kostar y. Inképen ger da foljande ekvationer.

3z + by = 540 (1) inkop 1
dx + 8y = 820 (2) inkop 2

Anvénd substitutionmetoden, 16s ut z ur (1)

540 oY
= = - = 3
x 3 3 (3)
Eliminera z ur (2) vilket ger.
%y
4~[180—?] + 8y = 820
-2
—20y 8y = 100
3 4
-y = 100
3y
y = 75
Anvénd ekvation (3) och y = 75 for att berdkna x.
x = 180 - 2.7
B 3
x = 55

Svar Stora koppar kostar 55 och sma 75 kronor.
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22 Vaiardeodkning

Anita och Goran ar konstintresserade och kopte ar 2008 pa auktionshuset Sotheby’s
tavlan The visitors av Marlene Dumas (1953 — ) malad 1995. Anita har hittat en modell
for hur hon tror att tavlans véirde dndras med tiden.

Marlene Dumas The visitors 180x300 cm

Anitas modell &r enligt foljande:
V(t) = 3,1-1,050

déar V' ar vardet i miljoner pund och t &r tiden i ar efter inkopet.

a) Vad ér tavlans inkopsvérde?

b) Vad &r den procentuella vardeskningen?

c) Berdkna V(10) och tolka resultatet.

d) Efter hur lang tid &r tavlans vérde dubbelt sa mycket som inképsvérdet?

e) Hur mycket var tavlan vird enligt modellen ar 1995 da Marlene Dumas malade
tavlan?

f)  Hur mycket var tavlan vird enligt modellen ar 1951, alltsa ett ar innan Marlene
Dumas foddes?

g) Kommentera modellen.

Marjan & GRob 2016-03-05
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22 LOSNING

a) Tavlans inkopsvérde kan berdknas genom att stoppa in ¢ =0 i formeln

t=0
V(t) = 3,1-1,050"
—
4,2

ut trillar V'(0) = 3,1 miljoner pund.
Svar a) Inkopspriset dr V(0) = 3,1 miljoner pund (ungefér 36 miljoner kronor).

b) Vad ar den procentuella virdedkningen? Forandringsfaktorn dr 1,050 och den arliga
okningen 0,050 vilket dr 5,0%.

Svar b)  Den arliga viirdedkningen ar 5,0%.

c) Berdkna V(10) och tolka resultatet.
Stoppa in ¢t = 10 i formeln fér virdeokning

t=10
V(10) = 3,1-1,050"
~—
5,0496

ut trillar V(10) = 5,0.
Svar c¢) V/(10) = 5,0 vilket &r védrdet i miljoner pund 10 ar efter 2008.

d) Efter hur lang tid ar tavlans véirde dubbelt sa mycket som inkopsvérdet? Los
exponentialekvationen
2 = 1,050".
Logaritmera ekvationen.
log2 = log1,050".
Anvind FORMELSAMLINGEN och minirédknaren.

Logaritmer

y=10" < x=Igy

X
lgx+Igy=Ilgxy ng—lgy=lg§ lgxP = p-lgx

Marjan & GRob 2016-03-05
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log2 = x-log1,050
_log2 ~ 14,2
log 1,050

Svar d) Det tar 14,2 ar att dubbla vérdet.

e) Virdet ar 19957 1995 - 2008 = —-13

t=—13
V(-13) = 3,1-1,050"
——
1.6440

Svar e) Enligt modellen var véirdet 1,6 miljoner pund.

f) Viardet ar 19517 1951 - 2008 = =57

t=—57
—
V(-57) = 3,1-1,050"
—_———
0.1922

Svar f)  Enligt modellen var virdet 0,19 miljoner pund.

Svar g) Var forsiktig med att anvinda modeller utanfor det omrade dér det finns

métdata. Modeller for priser pa den nyckfulla konstmarknaden bor tas med stor

forsiktighet.
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Kursen Ma2 C

23 Ma2C Komplexa tal

Los ekvationen x2 =42 + 5.

23 LOSNING

2 = 2 +5
2 = —1+5=4
r = £2

Svar z=4+2
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24 Ma2C Ekvation
Los ekvationen vz +2=x -4

24 LOSNING

Ekvationen ar

Ve+2 = z-4 (1)
Kvadrera bégge leden for att fa bort kvadratroten
r+2 = 22-82+16 (2)
Flytta om och 16s med pg-formeln (finns i FORMELSAMLINGEN)

0 = z22-9-z+14.
—— —
p q

T1y = 45+/452-14=45+./625=45+25
r1 = 45+25=7
zy = 45-25=2.
Kontrollera rotterna, med z = 7 blir vinsterledet i ekvation (1) /7 +2 = 3 vilket stimmer

med hogerledet, 7 -4 = 3. For 1osningen « = 2 blir vinsterledet v/4 och hogerledet ar -2,
diarmed &r z = 2 inte en 16sning till ekvation (1).

Svar Ekvationen har l6sningen x = 7.

Kommentar Ténk pa att ekvationen x2 =4 har tva losningar x = +2 men att VA4 = +2.
Se ocksa figurer nésta sida. Det kvadrerade problemet har en falsk rot.
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PROBLEM

J

N

y=x-4

— Y=\ +2

0 2

rot saknas

-
-
-

..

KVADRERAT PROBLEM

J

N

e y=—Vz+2

(z-4)
y=x+2

Y

falsk rot

v
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Statistik

25 Normalférdelning

Hur stor del av det normalfordelade materialet nedan ar markerat?
(z =medelvirde, o = standardavvikelse)

25 LOSNING

I FORMELSAMLINGEN finns normalférdelningen.

Normalfordelning

34,1%

\

u—'2cs u;cs u l,HI'G l,HI-ZG

Det markerade omradet dr 13,6% + 34,1% + 34,1% = 81,8%

Svar 81,8% &r markerat.
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26 Ladagram

Erik pastar att mer &n halva klassen har klarat provet.
Motivera om hans pastaende &r réatt eller fel. Provresultatet
framgar av diagrammet.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

26 LOSNING

SLUTPROV
Maxpoéang: 21
Minst 10 poéng

kravs for att klara
provet!

Av ladagrammet framgar att precis hélften av klassen har 11 podng eller mer. Gréinsen
for godként ar 10 poéng. Halva klassen har klarat provet men har mer &n halva klassen
klarat provet? For att mer an hélften ska ha klarat provet maste vi hitta en person som
har 10 poéng. Det vet vi ingenting om. Fordelningen i nedre kvartil &r inte kdnd. Det kan
finnas en eller flera personer med 10 podng men det kan ocksa saknas nagon enda person
med 10 podng. Pastaendet att mer &n halva klassen klarat provet gar inte att avgora

med enbart kunskap om ladagrammet.

Svar Erik saknar grund for pastaendet.

Marjan & GRob
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27 Ladagram

Bestam foljande for ladagrammet nedan:
a) Variationsbredd

b)  Kvartilavstand

c) Median

d) Nedre- respektive 6vre kvartil

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
27 LOSNING
a) Variationsbredd &r skillnad mellan storsta vérde, 21, och minsta vérde, 1.
Svar a) Variationsbredden ar 20.
b) Kvartilavstand &r skillnad mellan 6vre kvartil, 16, och nedre kvartil, 6.
Svar b) Kvartilavstandet &r 10.
c) Median?
Medianen ar det tal sa att hélften av talen &r storre &n medianen och andra hélften ar
mindre d&n medianen. I uppgiften dr medianen 11.
Svar ¢) Medianen ar 11.
d) En fjardedel av observationerna ar mindre #n nedre kvartilen (dven kallad forsta
kvartilen eller undre kvartilen) och tre fjairdedelar &r mindre &n den &vre kvartilen (dven

kallad tredje kvartilen). Nedre kvartil &r 6 och 6vre kvartil ar 16.

Svar d)  Nedre kvartil &r 6 och 6vre kvartil ar 16.
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28 Lagesmatt och spridningsmatt

Eva och Linda kastar pil. De kastar 9 pilar var och far féljande resultat:

Eva 128 13 10 10 8 12 10 11
Linda |12 20 6 17 2 14 8 3 15

Diskutera resultaten utifran nagra ligesmatt och spridningsmatt.

28 LOSNING

Lagesmatt De vanligaste ldgesmatten ar medelvirde, median, typvérde.

Eva For Eva giller att summan &r 94 och medelvardet 10,4. Medianen ar det tal sa
att hélften av talen &r storre &n medianen och andra hélften &r mindre &n medianen.
Medianen bestdmmer vi genom att forst ordna talen och sedan vélja talet i mitten.

median

—~—
8§ 8 10 10 10 11 12 12 13

typviarde = 10

Linda For Linda géller att summan &r 97 och medelvérdet 10,8.

median

—~
2 3 6 8 12 14 15 17 20

Typvérde saknas.

Spridningsmatt  De vanligaste spridningsmatten ér standardavvikelsen,
kvartilavstand och variationsbredd. Standardavvikelse ar ett spridningsmatt som
forekommer tillsammans med normalférdelning. Dessa 9 + 9 data &r inte normalférdelade
och darfor dr standardavvikelse relevant.

Eva Variationsbredden ar 13 — 8 = 5.

nedre kvartil ~ 9 ovre kvartil = 12
— —

8 8 10 10 10 11 12 12 13

Kvartilavstand for Eva ar ungefar 12 -9 = 9. Kvartiler ar inget bra begrepp att anvinda
nar antalet data &r litet.
Linda Variationsbredden ar 20 - 2 = 18.

nedre kvartil ~ 4,5 ovre kvartil ~ 16
— ——
2 3 6 8§ 12 14 15 17 20

Kvartilavstand for Linda &r ungeféar 11.
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29 Ladagram

Sture studerar ett ladagram och kan da utlidsa att minsta virdet dr 210, nedre kvartilen
ar 290, medianen &r 301, 6vre kvartilen ar 315 och storsta vardet ar 326.

Bestdm (om mojligt)

a) variationsbredden

b) kvartilavstandet

c¢) medelvirde.

29 LOSNING

Den vanligaste varianten av ladagrammet kallas pa engelska box-and-whiskers plot och
sammanfattar materialet med hjélp av fem virden: medianvérdet, nedre (undre) och Gvre
kvartilen samt minimum och maximum. Kvartilavstandet kallas avstandet mellan 6vre
och nedre (undre) kvartilen, det vill sdga langden pa ladan. Den undre kvartilen markerar
det 25% virdet, och den 6vre kvartilen markerar det 75%. Ladan innehaller alltsa 50% av
vérdena.

}
210 326
290 301 315

WNWITUTU
[13IBAY] 9IpaU
ueIpout
[13TRAY 9IAQ
WNWIxeu

Svar a) variationsbredden 326 -210=116
Svar b) kvartilavstandet 315 - 290 = 25

Svar ¢) medelvirde Gar ej att bestdmma.
Fordelningen inom ladagrammet ej kind.
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30 Normalférdelning

Ett foretag tillverkar chips. Pa chipspasarna star det att innehallet vager 310 g.
Chipspasarnas vikt dr normalférdelade kring medelvérdet 330 g med standardavvikelsen
10 g.

a) Hur manga av pasarna kan forvintas innehalla mer dn 310 g?

Foretaget inser att de kan spara pengar genom att fylla pasarna med lite mindre chips
och énda behalla sina nojda kunder. De vill dock att minst 84,1% av pasarna ska
innehalla minst 310 g chips. Standardavvikelsen antas fortfarande vara 10 g.

b) Berikna det nya medelvérdet som motsvarar ovanstaende krav.

30 LOSNING
Normalférdelningen finns i FORMELSAMLINGEN.

Normalférdelning

34,1%

Y

H—IZG },l;G 0 },H'-G },Hy-zG

Svar 97,7% \
2,.3% -2.3% + 100% = 97,7%

\ 13,6% + 34,1% + 50% = 97,7%

1 S N

290 300 310 320 330 340 350 360 370
Svar Nytt medelviarde 320

+ 50% = 84,1%

I
290 300 310 320 330 340 350 360 370
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31 Normalférdelning

Ugglorna i Uggelbobyn kan bli extremt gamla. Bestdm foljande med hjélp av
nedanstaende normalférdelningskurvan:

a) Medelaldern for ugglorna
b)  Standardavvikelsen
c¢) Hur manga procent av ugglorna lever upp till 110 (fargade omradet)?

T T T T T T
30 50 70 90 110 130 150

31 LOSNING
I FORMELSAMLINGEN finns normalférdelningen.

Normalférdelning

34,1%

u—l2c u;c o p%c M-;—ZG

Svar a) Medelvérdet ar 90 ar.
Svar b)  Standardavvikelsen &r 20 ar. (110 - 90 = 20 eller 90 — 70 = 20.)

Svar ¢) 84% av ugglorna lever upp till 110 ar (fargade omradet). 50% (mellan 0 och 90
ar) plus 34% (mellan 90 och 110 ar).
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32 Blodtryck, linjart samband

Tabellen visar 6ver och undre blodtryck for 5 personer.

undre tryck x| 64 74 74 79 89
ovre tryck  y [ 100 110 120 130 150

a) Anpassa en rét linje till dessa data.

b) Berdkna det 6vre trycket enligt modellen for en person som har ett undre tryck pa
84 mm Hg.

32 LOSNING

Problem med linjér regression loses lampligen med réknehélpmedel som dator eller
minirdknare. I linken! linjir regression pa TI-82 presenteras en 16sning pa detta problem.

2 |
) '
g |
g :
% 1
= 84 mm Hg
= 60 '
g :
S 40 l

20 :

0 ' T T

T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160
undre tryck mm Hg

Svar a) 6vre tryck = 2,06 x undre tryck — 34,6 mm Hg

Svar b)  Trycket blir 138 mm Hg

!Lénken &r https://www.youtube.com/watch?v=Ynyf23hgkds Sok pa Johan Falk och linjir
regression. Johan Falk dr ldrare pa Rudbeckskolan och har publicerat mycket matematik pa youtube.
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33 Linjart samband

Dan har studerat utomhustemperaturen under nagra dagar pa varen och antecknat enligt
tabellen och diagrammet nedan.

10 20 30 40 50 60 70 80 90
11 12

Dag nr
Temperatur °C 1 3 4 5 6 7 9

grader Celsius
oo

3 °
[ ]

4 °

[ ]
2
[ ]

0 I I I I I I I I I I >

0O 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
dagar

)
b)

c)

Finns det nagon korrelation mellan temperatur och dagarna?
Anpassa ett linjart samband fér ovanstaende.
Berdkna temperaturen for dag 110 med hjélp av sambandet.

33 LOSNING

Svar a) Det finns ett tydligt linjart beroende mellan dagar och temperatur.

b)  Problem med linjar regression 16ses lampligen med réiknehdlpmedel som dator eller
minirdknare. I lanken linjar regression pa TI-82 presenteras hur problem av denna typ
16ses.
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Ya

14 ’

110 dagar

grader Celsius
(0.¢]

0 I I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110

dagar
Svar b)  Modellen blir y = -0,22 + 0,133 - =

—
1

110
PN
c) y =-0,22+0,133- x
—
14,4°

Svar ¢) Temperaturen for dag 110 blir 14,4°.
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34 Korrelation och kausalitet

Aren 1990 till 1999 f5ddes det mellan 88000 och 124000 barn i Sverige varje ar. Data
fran Statiska centralbyrans finns i tabellen nedan. Data presenteras ocksa i tva grafer.

Ar 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999
Pojkar o 63628 63729 63184 60325 57337 53217 48651 46505 45936 45225
Flickor ¢ 60310 60008 59664 57673 54920 50205 46646 43997 43092 42948

/\9 /\Oz
70000 A 70000 A
#
., 60000 + . #* ., 60000 +
& ) "
50000 A + 50000 A N
& 7
40000 - 40000
g ®
40000 50000 60000 70000 40000 50000 60000 70000
pojkar flickor

a) Anpassa ett linjart samband till ovanstaende (vélj beroende och oberoende variabel).

b) Diskutera kring begreppen korrelation och kausalitet.

34 LOSNING

Svar a) Problem med linjér regression loses lampligen med ridknehdlpmedel som dator
eller minirdknare. I linken? linjir regression pa TI-82 presenteras hur problem av denna
typ loses. Det finns tva mojligheter att vilja oberoende variabler. Bada varianterna
presenteras.

2Lénken #r https://www.youtube.com/watch?v=Ynyf23hgkds Sok pa Johan Falk och linjir
regression. Johan Falk &r larare pa Rudbeckskolan och har publicerat mycket matematik pa youtube.
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flickor = 55,13 + 0,947373 x pojkar pojkar = 90,27 + 1,052692 x flickor
/\9 /\dl
70000 A 70000 A
© ©
2 2
£ 60000 - £ 60000 -
g g
9] D]
< <
€ 50000 A € 50000 A
2 2
2 2
40000 A 40000 -
dl \ 9\
40000 50000 60000 70000 40000 50000 60000 70000
oberoende variabel oberoende variabel

Svar b) Skilj pa korrelation (samvariation) och kausalitet (orsakssamband). Att tva
faktorer &ar korrelerade betyder inte att en variabel orsakar den andra. I exemplet ar det
inte sa att antalet fodda pojkar ar orsak till antalet fodda flickor. Det &r inte heller sa att
antalet fodda flickor &r orsak till antalet fodda pojkar. Det kan finnas nagon helt annan
bakomliggande faktor som star for orsakssambandet. I detta exempel ar det totala
antalet fodda barn som é&r orsak till antalet pojkar och flickor och antalet par i fruktsam
alder som dr den bakomliggande faktorn. Tva grafer illustrerar.

140 000
120000{ ° ° © 4 o/
© 70000 -
100000 © J
° 0 o ?
O
80000 totalt antal fédda 60000 -
600001 * & ¥ x 50000 -
N X antal &
40000 R
antal © 40000 -
20000
30000 -
d+Q
0 T T T T T T T T T — olo é ; ,L. ;‘ ;‘ 4
e e e e e o e e e
BEEBEB8BESSE S S 8 = S &
O~ N Wk Ot N o O 8 8 8 8 8 8
o (@) o o

Kommentar I uppgifter av denna typ ar det ditt resonemang som bedoms.
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35 Korrelation och kausalitet

I grafen presentas data fran Berlin aren 1990 till 1999. Pa z-axeln finns antalet héickande
storkpar i Brandenburg som dr omgivningen kring Berlin. Pa y-axeln finns antalet
nyfédda barn i Berlin som inte f6tts pa sjukhus. I grafen finns ocksa ett anpassat linjart
samband mellan x och y.

AN

2000 -
1800 -
1600 -
1400 -
1200 -
1000 - { |\
e/ ||

800 - & }
i

A

600 \:i*#

600 800 1000 1200 1400 1600
antal hidckande storkpar

Data visar en signifikant korrelation mellan 6kningen av antalet héckande storkar och

okade leveranserna av bebisar utanfér stadens sjukhus.

levererade nyfodda

W

a) Ar det storkar som levererar de bebisar som inte #r fodda pa sjukhus?

b) Diskutera kring begreppen korrelation och kausalitet.

35 LOSNING

Svar a) Naturligtvis kommer inga nyfédda med storkar.
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b) Det &r inte en slump att antalet barn som inte fotts pa sjukhus &r korrelerade med
antalet hickande storkpar. Det finns en gemensam bakomliggande faktor, urbaniseringen.
Med okat antal inflyttade till Berlin med omgivning 6kar antalet nyfédda barn.
Nyinflyttade behéver mer bostédder och med fler bostéader blir det ocksa fler tak. Storkar
tycker om att bygga pa hustak. Det &r alltsa ingen slump att de tva variablerna
samvarierar.

baby 4 Berlin 1990 — 1999

2000 A

1800 A

1600 - ~stork

1400 A - 1400

1200 A - 1200

1000 A - 1000
800 - 800
600 600

066T —
1661
G66T —
€66T —
V66T —
G66T —
966T —
L66T —
866T —
666T —

Det finns fler exempel pa samvariation mellan storkar och nyfédda. Under perioden
1945-1957 &r det hog korrelationen mellan antalet héickande storkar i Kgbenhavn och
antalet barn som foddes i staden. Detta var perioden strax efter andra véarldskriget och
urbaniseringen var stor.

Kommentar [ uppgifter av denna typ &ar det ditt resonemang som bedéms.

Marjan & GRob 2016-03-05



	1 Lös ekvationer exakt
	2 Andragradsfunktion och symmetrilinje
	3 Förenkla uttryck
	4 Rät linje
	5 Andragradsfunktion
	6 Rät linje?
	7 Rätta/falska påståenden 
	8 Grafisk lösning
	9 Beräkna utan räknare
	10 Vinklar i fyrhörning
	11 Bestäm vinklar i triangel
	12 Geometriskt problem
	13 Två andragradsekvationer
	14 Värdeminskning
	15 Modell för vikt och längd
	16 Diagonal ...
	17 Lös ekvationer
	18 Ekvationssystem
	19 Värdeminskning
	20 Linjära ekvationer
	21 Linjärt ekvationssystem
	22 Värdeökning 
	Kursen Ma2C
	23 Ma2C Komplexa tal
	24 Ma2C Ekvation

	Statistik
	25 Normalfördelning
	26 Lådagram
	27 Lådagram
	28 Lägesmått och spridningsmått
	29 Lådagram 
	30 Normalfördelning
	31 Normalfördelning
	32 Blodtryck, linjärt samband
	33 Linjärt samband
	34 Korrelation och kausalitet
	35 Korrelation och kausalitet


