3.6 Rotationsvolymer

Skivmetoden

Hur kan vi berdkna volymen av en kropp med hjilp av en integral?

Exempel Vivisar ett exempel med en kon dir volymen ocksé kan

berdknas med formeln V = - h

Vi borjar med att dela upp konen i

ett antal skivor enligt figuren. (>
Tvérsnittsareorna ar da cirklar.

Volymen av en skiva kan approximeras (x) AL Alx,) Alx)

till en cylinder med tvarsnittsarean
A(x;) och hojden Ax;.
Volymen av en cylinderskiva ges av
AV = A(x) - Ax;.
Vi far ett ungeférligt virde pa konens E‘
volym om vi summerar skivornas | :
volymer I

5 i !
V= YA - Ax, BRI

i=1

1
|
!
XA X5 X6

Om vi later antalet skivor oka Axl AX? AX3 Ay Mg

obegrénsat sd gar Ax mot noll och

vi kan berdkna konens volym med

en integral AY
h

= [AG)dx

dar A(x) ar tvarsnittsarean som
beror av x

\ Ao

och h ar konens hojd.

Med hjélp av likformighet kan vi
skriva en formel for hur konens
tvarsnittsarea A beror av x.

Y_h-x @yzr(h—x) h
r h h

A = my? = (r(hh X)) B (h-xp?
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Volymen kan sedan berédknas med integralen

h

h 2 Zh
V:!)-A(x)dx:o%(h—x)zdx: %_([(h—x)zdx -

_n_rzj.(hz—th+x2)dx il PRNSESEUE <l .
S S 3 3

0

Z,h

Volymen V = an overensstdmmer med den védlkdnda formeln

for volymen av en kon.

Volymen av en kropp kan berdknas med integralen

b
Sammanfattning 4 ={ A(x)dx

dar A(x) ar tvarsnittsarean vinkelratt mot x-axeln.
aoch b ar granserna i x-led.

rotationsvolym  En rotationsvolym uppstér da en kurva rotera runt x-axeln eller runt
skivmetoden  y-axeln. Volymen av rotationskroppen kan berdknas med skivmetoden.

A
. . y
Rotation kring x-axeln:

AV =my? - Ax y
b
V=j7ty2dx x|

dér a och b ar grénserna i x-led.

\ ke

Rotation kring y-axeln: ]

AV =7tx? - Ay s
b EAN
V= j nx2dy

dér a och b &r grénsernai y-led.

\ A
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3.6 ROTATIONSVOLYMER

3601

Beridkna det exakta virdet av rotationskroppens volym for det
omrade som begrdnsas av kurvan y = 4-x? och koordinataxlarna
nér det roterar runt

a)

a)

b)

x-axeln b) y-axeln

Den 6vre integrationsgriansen
ges av skarningen med x-axeln,
x=2.

Tvarsnittsarean for en
cirkulér skiva ar wy?2.

X
Volymen av en skiva 3 T3 >
AV = my2Ax = 7(4 - x2)°Ax
Hela kroppens volym
2
V= j (4 -x2)’dx =
2 0
= j (16 - 8x%2 + xYdx =
0
3 512
= n[16x-8i + "—] = n(32 _64 ﬂ) =2567 - 536
3 5 o 3 5 15
Svar: Kroppens volym ar 2567/15 volymenheter.
Den 6vre integrationsgransen Ay
ges av skarningen med y-axeln,
y=4.
Tvérsnittsarean for en
cirkulér skiva ar 2.
y=4-x2 geratt x=4-y | >
Volymen av en skiva =
AV = x2Ay = n(\/4 —y)sz
Hela kroppens volym _4
4
v [rl@=y)dy =
4 ©
= [n(4-ydy =

0

2 14
=TC[4y_L] = 7'[(16—E)=87Iz25,1
2 lo 2

Svar: Kroppens volym &r 8n volymenheter.




3602 Det fargade omrédet far rotera kring

@ x-axeln.

y y=Vx

a) Stéll upp ett uttryck fér volymen av
en skiva i rotationskroppen som
funktion av x.

b) Stéll upp en integral for berdkning av
rotationskroppens volym.

¢) Berdkna volymen.

3603 Det fargade omradet roterar kring x-axeln.

Berédkna rotationskroppens volym med

skivmetoden.
a) y
X
b) y
/1
X

3604 Det firgade omradet far rotera kring

y-axeln.

4

My

y=x°

2

\ ko

2

a) Stall upp ett uttryck for volymen av en
skiva i rotationskroppen som funktion

avy.

b) Stall upp en integral fér berdkning av
rotationskroppens volym.

¢) Berédkna volymen.

3605 Det fargade omradet roterar kring

y-axeln.

Berdkna rotationskroppens volym med
skivmetoden.

a)

A

y=5-x2

v

Y
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3606 Foljande omraden roterar kring x-axeln.
Rita en skiss och berédkna rotationskroppens
volym med skivmetoden.
a)y=5-x, x-axeln,

linjerna x =1 och x =4
b) y =x?, x-axeln,

linjerna x =1 och x =2
¢) ¥y = 2x—x? och x-axeln

3607 Vilken volym &r storst?

| Omradet som begrédnsas av y = 0,5x2,
x-axeln och x = 2 roterar kring x-axeln.

Il Omrédet som begrénsas av y = 0,5x2,
y-axeln och y = 2 roterar kring y-axeln.

3608 Kurvan y = x?2-1 innesluteri4:e
kvadranten ett omrade tillsammans med
koordinataxlarna.

Berdkna den volym som uppstér dé detta
omréde roterar kring y-axeln.

3609 Volymen av ett klot kan berédknas genom
’b att klotet delas upp i "cirkuléra skivor”.

4

\ o

=l —Ax
a) Uttryck y i r och x och stéll upp ett
uttryck for volymen AV av en skiva.

b) Stéll upp en integral for berdkning av
klotets volym V.
c) Berdkna integralen.

d) (m;

85

Globen i Stockholm kan anses vara
ett sfariskt segment med
hojden 85 m och radien
55 m.

Beridkna Globens
volym.



3610

3611

3612

3613

3614

3615

3616

Det firgade omradet i figuren alstrar
vid rotation kring y-axeln en kropp med
volymen 127 volymenheter. Bestdm talet t.

Ay

—
y=9-x2

x

1 N

Det omréade som begrénsas av kurvan
y =x"2 samtlinjerna y=1 och y=e
far rotera kring y-axeln.

Bestdam rotationskroppens volym.

Kurvan y = 9 —x?2 roterar kring x-axeln.
Bestam volymen av den dndliga kropp
som d& uppkommer. Svara exakt.

Kurvan y = % begrédnsar tillsammans

med linjerna x = 2 och y = 2 ett dndligt
omrade i forsta kvadranten. Detta omrade
far rotera kring x-axeln.

Bestdm rotationskroppens volym.

Det omrade som begrénsas av de positiva

koordinataxlarna och kurvan y = {9 — 2x2
far rotera kring y-axeln.

Berakna rotationskroppens volym.

Kurvan y = 3x%—x® begransar
tillsammans med x-axeln ett omrade som
far rotera kring x-axeln.

Bestam rotationskroppens volym.

Lat det omrade som begréinsas av kurvan
y =Inx, linjen x = e samt x-axeln rotera
kring y-axeln.

Bestadm volymen av den uppkomna
rotationskroppen.

3617

3618

3619

Det firgade omradet i figuren alstrar vid
rotation kring x-axeln en kropp med
volymen 2 volymenheter.

Bestam talet t med tva decimaler.
Ay

1 y=2x—-x?

K
A

Det omréde som begrénsas av de positiva
koordinataxlarna och kurvan
y = sinx + cos x fér rotera kring x-axeln.

Bestdam rotationskroppens volym.

Betrakta det dndliga omrade som
begrénsas av x-axeln och kurvan
y = a?-x?. Man later omradet rotera,
dels kring x-axeln, dels kring y-axeln.

Bestdm den positiva konstanten a si att de
tvéa rotationskropparna far lika stor volym.

3620 Ettomradei xy-planet begréinsas av

3621

x-axeln, linjen x = 1 och kurvan

y =+ax—-a? dir a4r en konstant sddan att
O<a<l.

Lat omradet rotera kring x-axeln och
bestdm a s att rotationskroppens volym
blir maximal.

Stéll upp en integral med vars hjélp
foljande omréde kan berdknas:

a) Den volym som alstras d& det omréde
som begrénsas av kurvan y = x? + 1
och linjen y = 5 farrotera kring y = 5.

b) Den volym som alstras da det omrade
som begrinsas av kurvan y = y/8x
x-axeln och linjen x = 2 far rotera kring
x=2.
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