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Denna PDF é&r avsedd att vara en utvidgning och ett fortydligande till
larobokens avsnitt om logaritmer. Logaritmer &r nédvéindiga for att 16sa
den viktiga exponentialekvationen. For Kursen Ma2b ingar sidan 1 till 11.

Ma2c bor lasa hela stencilen.

Denna text kan fritt kopieras och spridas i stencilform for undervisningsbruk. /GRob
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Funktioner och inverser

Dessa sidor ér skrivna med fokus pa exponentialfunktionen och dess invers
logaritmfunktionen. Logaritmfunktionen &r nédvéndig for att l6sa den
viktiga exponentialekvationen. For att fa ett bra matematiskt perspektiv sa
inleds avsnittet med en presentation av tva andra funktioner och deras
inverser, multiplikation-division och kvadrering-kvadratrot.

Multiplikation och division
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Nér funktionen ar multiplikation blir inversfunktion division. Omvant om
funktionen ar division blir inversfunktionen multiplikation.

Exempel

For att berdkna pris med moms fran ett givet pris utan moms multipliceras
det momsfria priset med 1,25. For att berdkna priset utan moms fran ett
givet pris med moms divideras priset med 1,25. Bade multiplikation och
division gar att berdkna utan raknehjalpmedel.
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Kvadrera och kvadratrot
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Néar funktionen ar kvadreing blir inversfunktion kvadratrot. Omvént om
funktionen ar kvadratrot blir inversfunktionen kvadrering.

Exempel

Ytan av en kvadrat beriknas genom att kvadrera sidan. Omvént anvinds
kvadratroten for att berdkna sidan pa en kvadrat nar ytan &dr given. Att
kvadrera dr en operation som enkelt kan utféras utan raknehjélpmedel.
Kvadratroten &r en operation som ofta kraver rédknehjalpmedel.
Kvadratroten ur talen 1, 4, 9, ... och ytterligara nagra tal behéver inga
raknehjilpmedel. Kvadratroten ur talen 2, 5, 10, ... och néstan alla andra
tal kraver rdknehjéalpmedel eller historiskt en tabell.
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Exponentialfunktion och logaritmfunktion
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Nér funktionen ar exponentialfunktionen blir inversfunktion
logaritmfunktionen. Omvéant om funktionen ar logaritmfunktionen blir
inversfunktionen exponentialfunktionen.

Bas och exponent

[ uttrycket 10* &r 10 bas och x exponent. I likheten 10 =y &r x det
tal som 10 ska upphojas till for att fa y. Talet x kallas logaritmen for y. Mer
precis dr x logaritmen med basen 10 for y. Talet x kan vara vilket som helst
positivt eller negativt tal. Talet y blir alltid positivt. Vi skriver z = lgy,
vanligt i bocker, eller x = logy vanligt pa raknaren.

Exempel

Exponentialfunktionen anvénds for att beskriva tillvaxt i olika
sammanhang. En befolkning pa 50 000 som okar 2% varje ar har
fordandringsfaktorn 1,02. Efter ett ar ar befolkningen 50000 - 1,02 = 51 000,
efter tva ar 50000 - 1,022 = 52020 och efter n ar ar befolkningen

50000 - 1,02". Om befolkningen minskar med 2% blir fordndringsfaktorn
0,98. Exponentialfunktionen kan beskriva bade 6kning och minskning.
Forandringsfaktorn &r alltid positiv. Exponentialfunktionen kréver néstan
alltid rédknehjéalpmedel.
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En rimlig fraga att stdlla &r hur lang tid det tar for en befolkning att
fordubblas, minska till halften eller nagon annan niva. For att kunna svara
pa fragor av denna typ behovs logaritmfunktionen som ar inversen till
exponentialfunktionen. Logaritmfunktionen kraver ocksa néstan alltid
raknehjalpmedel.

Historia

Historiskt infordes logaritmer av John Napier, skotsk matematiker (1550 —
1617). Upptéckten av logaritmer riknas som en av var kulturs storsta
vetenskapliga bedrifter. Napier ville forenkla arbetskridvande multiplikation,
division och lyckades med hjélp av tabeller omvandla réknearbetet till
addition och subtraktion.

Senare inférde Henry Briggs, engelsk matematiker(1556-1630), logaritmer
med basen 10. Tio-logaritmer var fram till moderna datorer vanliga for
numeriska beridkningar. Logaritmer med basen 10 brukar betecknas med lg
eller log. Forutom logaritmer med basen 10, som ingar i gymnasiets kurs
Ma2, forekommer logaritmer med basen e (e~ 2.71828...) och 2.

Logaritmer har haft en stor historisk betydelse da arbetskravande
multiplikationer eller divisioner med hjélp av en tabell 6ver logaritmer
kunde omvandlas till enkla additioner och subtraktioner. Billiga
elektroniska minirdknare har gjort logaritmer 6verflédiga vid berékning av
multiplikation och division. Idag ingar logaritmer i matematikundervisning
som en nédvindig ingrediens for att 1osa exponentialekvationer.

Lankar

Universitetslektor Lars Nystedt har skrivit en trevlig artikel om
logaritmernas stora historiska betydelse. Artikel i SvD

Kaiandes Sempler har skrivit om Napier, Briggs och logaritmer i tidskriften
Ny Teknik.

Pa siten NumberPhile finns tva inslag om logaritmer, multiplikation med
logaritmer och berdkning av logaritmtabeller.
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Exponentialekvationen

Exempel 1 Los exponentialekvationen

7 = 3%
Ekvationen har 16sning med x nagonstans mellan x = 1 och = = 2.
r 3*
1 3
x 7
2 9

Det sokta x ar opraktiskt placerat som exponent. For att kunna lésa denna
ekvation maste vi anvénda inversfunktionen till exponentialekvationen. Tag
logaritmen for vénster och hogerled. Vi far

log7 = log3®.
Hér sitter « fortfarande opraktiskt placerat. Anvind FORMELSAMLINGEN,

dér finns en anvdndbar rdkneregel for logaritmer.

Logaritmer y=10" = x=1gy y=e* < x=Iny

X
lgx+Igy=Igxy ng—lgy=lg§ IgxP = p-lgx

v N\
log7 = log 3®
Det sokta x hoppar ut fran logaritmfunktionen och landar pa raden framfor
logaritmfunktionen.
log7 = z-log3
Nu &r problemet enkelt. Dela bédgge sidor med log 3. Exakt svar &ar
log 7

log3’
For numeriskt svar maste logaritmerna beriknas med minirdknare.
Numeriskt svar &ar
0,8441...
= ———~1771
0,4771...
log 7

log 3

Svar exempel 1. Exakt svar x = och numeriskt ar x ~ 1,771 vilket

ligger mellan férviantade 1 och 2.
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Exempel 2 Bakterier véxer snabbt. Varje timme 6kar antalet bakterier
med 30%. Hur lang tid tar det for 100 bakterier att véxa till 100 000
bakterier?

Losning Forandringsfaktorn ar 1,3. Efter x timmar har 100 bakterier
okat till

100-1,3"
Nér dr antalet bakterier 1000007 Los exponentialekvationen
100000 = 100-1,3".
Forenkla ekvationen till
1000 = 1,3".
Logaritmera ekvationen
log 1000 = log1,3°.
Anvind FORMELSAMLINGEN, dér finns en anvindbar rikneregel for
logaritmer.

Logaritmer y=10" & x=1gy y=e < x=Iny

X
lgx+lgy =Igxy ng—lgy=lg§ IgxP =p-lgx

Exponenten x hoppar ner pa raden framfor logaritmfunktionen.

v~ N\
log 1000 = log 1,3%

log1000 = x-logl,3
som har exakta losningen
log1000
logl,3
Numeriskt far vi 5
xr = = 26,33
0,1139

Svar exempel 2. Det tar 26 timmar.
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Exempel 3 En dator minskar i virde med 20% varje ar. Hur lang tid tar
det for en dator som kostar 8 000 kronor att minska till halva vardet?

Losning Fordndringsfaktorn dr 0,8. Efter x ar &r vérdet

8000-0,8"

Nér ar vardet 4000 kronor? Los exponentialekvationen

4000 = 8000-0,8.
Forenkla ekvationen till

0,5 = 0,8".
Logaritmera ekvationen
log0,5 = log0,8".

Anvind FORMELSAMLINGEN, dér finns en anvandbar rikneregel for
logaritmer.

Logaritmer y=10" < x=1gy y=e* & x=Iny

X
lgx+Igy=Ilgxy ng—lgy=lg§ IgxP =p-lgx

Exponenten x hoppar ner pa raden framfor logaritmfunktionen och vi far

log0,5 = log 0,8*
log0,5 = x-log0,8
~—— ~——
-0.3010 -0.09691
som har 16sningen
x = 3,11

Svar exempel 3. Det tar drygt 3 ar.
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Diagram och logaritmiska skalor

Diagram

Om man i diagram vill presentera data dar storleken varierar fran mycket
litet till mycket stort &r logaritmisk skala ldmpligare &n vanlig linjér skala.

Exemplet nedan illustrerar.
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dvargndbbmusen och den mer &n 1000 ganger tyngre rodréiven. For exempel
av denna typ ar logaritmisk skala lampligare.
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Logaritmiska skalor

Det finns manga fenomen dér logaritmiska skalor ar lampliga.

Ljud och decibel

Bell [B] och vanligare decibel [dB] ar ett logaritmiskt matt. Det anvénds for
att ange ett forhallande till ett referensvirde och definieras enligt

effekt
B ()
referensvarde
Prefixet d (deci) betyder tiondel
ffek
dB = 10.1Og(Lt_.)_
referensvarde

Decibel anvénds ofta for att beskriva ljudniva och niva pa andra signaler.
En 6kning med 10 dB (1 Bell) innebér en 6kning med en faktor 10 av
effekten.

En 6kning med 20 dB (2 Bell) innebér en 6kning med en faktor

10 x 10 = 100 av effekten.

En 6kning med 30 dB (3 Bell) innebér en 6kning med en faktor

10 x 10 x 10 = 1000 av effekten.

Jordbavningar och Richterskalan

Richterskalan &r en skala som anvénds for att ange styrkan hos
jordbavningar. Skalan &r en logaritmisk skala dér varje steg motsvarar en
okning av magnituden (skakningen) med 10 ganger.

Viatejonkoncentration och pH

pH éar ett logaritmiskt matt pa surhet, det vill sdga pa koncentrationen
(aktiviteten) av vitejoner (H+) i en losning. Losningar med laga pH-vérden
ar sura, och de med hoga kallas basiska. Losningar som har pH 7 kallas
neutrala. Vatten har vitejonkoncentration 10~7 mol/dm3. pH-vérdet ar
logaritmen for vitejonkoncentrationen med omvént tecken.

Astronomi och magnitudskalan

Magnitudskalan som anvénds i astronomi dr en logaritmisk skala och ett
kvantitativt matt pa ljusflodet som kommer fran en stjdrna. Skalan
skapades for 2500 ar sedan av den grekiska astronomen Hipparkos och
anvinds fortfarande. Himlens ljusstarkaste stjdarna har magnituden 1 och

© G Robertsson 2016 2016-04-02
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den svagaste som gar att se med blotta 6gat har magnituden 6. En stjdrna
av 6:e magnituden &r 100 ganger svagare dn en av 1:a magnituden. Skalan
ar logaritmisk och overensstammer med hur 6gat uppfattar skillnader i
ljusstyrka.

Basen i astronomiska magnitudskalan &r v/100 (~ 2,512) da 5 steg svarar
mot faktorn 100.

© G Robertsson 2016 2016-04-02
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Riakneregler for exponenter och logaritmer

I FORMELSAMLINGEN finns rikneregler for bade potenser och logaritmer.
Réknereglerna liknar varandra.

Logaritmer y=10" = x=Igy y=e* < x=Iny
X
lgx+Igy=Igxy ng—lgy=lgy lgxP = p-lgx
¥ _ x- X x —x_ 1
Potenser a*a¥ =a*ty =X @)Y =a” at=—
a’ a
a* (a)* 1 o
a'bt=(@b)* (b an =¥a a=1

Logaritmer och multiplikation, division

Hér foljer 5 exempel pa hur logaritmer kan anvéndas vid multiplikation av
tal.

Exempel 1. Berikna 10 x 100 med hjilp av logaritmer. For exemplet
behovs foljande tabell med 10-logaritmer.

tal decimalform 0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000 10000
tal potensform 104 10 102 10°' 109 10' 10% 103 104
logaritm -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Diagrammet sammanfattar hur berdkningen utfors.

10 X 100 = 1000

101 X 102 = 103

d l 1
log10 + logl100 = log(10-100)

1 + 2 = 3

© G Robertsson 2016 2016-04-02
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Steg Utfor
1 bestdm logaritmen fér 10 och 100 fran tabellen
log 10 = 1 och log 100 = 2
2 addera logaritmerna
logaritmen for produkten dr 1+2 =3
3 kontrollera vilket tal som svarar mot logaritmen
logaritmen 3 svarar mot 1000

Svar exempel 1 10 x 100 = 1000

Exempel 2. Beridkna 2 x 3 med hjélp av logaritmer. Fér exemplet
behovs en tabell med 10-logaritmer.

tal 1 2 3 4 5 6 7 8 9
potens 100,0000 100,3010 100,4771 100,6021 100,6990 100,7782 100,8451 100,9031 100,9542
logaritm 00,0000 0,3010 0,4771 0,6021 0,6990 0,7782 0,8451 0,9031 0,9542

Diagrammet sammanfattar hur berdkningen utfors.

2 X 3 = 6
100,3010 x 100,4771 — 100,7781
} \ i)
log2 + log3 = log(2-3)
0,3010 + 04771 = 0,7781

Steg Utfor
1 bestam logaritmen for 2 och 3 fran tabellen
log2 =0,3010 och log3 =0,4771
2 addera logaritmerna
logaritmen fér produkten ar 0,3010 + 0,4771 = 0,7781
3 kontrollera vilket tal som svarar mot logaritmen
logaritmen 0,7781 svarar mot nistan exakt mot 6.

Svar exempel 2 2x3=6

© G Robertsson 2016 2016-04-02
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Exempel 3. Berikna 4 x 5 med hjilp av logaritmer.

Steg Utfor

1 bestam logaritmen for 4 och 5 fran tabellen
log4 = 0,6021 och log5 = 0,6990

2 addera logaritmerna
logaritmen fér produkten ar 0,6021 + 0,6990 = 1,3011
1,3011 =1+0,3011

3 kontrollera vilket tal som svarar mot logaritmerna
logaritmen 1 svarar exakt mot 10 och 0,3011 svarar néstan exakt mot 2.
resultatet blir 10 x 2 = 20.

Svar exempel 3 4x5=20

6
Exempel 4. Beridkna — med hjéilp av logaritmer. For exemplet behovs

en tabell med 10-logaritmer.

tal 1 2 3 4 b) 6 7 8 9
potens 100,0000 100,3010 100,4771 100,6021 100,6990 100,7782 100,8451 100,9031 100,9542
logaritm 00,0000 0,3010 0,4771 0,6021 0,6990 0,7782 0,8451 0,9031 0,9542

Diagrammet sammanfattar hur berdkningen utfors.

6 + 2 = 3
100,7782 _ 100,3010 — 100,4771
} ¥ 1
log6 - log2 = log(6+2)
0,7782 - 0,3010 = 0,4772

Steg Utfor
1 bestam logaritmen for 6 och 2 fran tabellen
log6 = 0,7782 och log2 = 0,3010
2 berdkna skillnaden av logaritmerna
logaritmen foér kvoten &r 0,7782 —0,3010 = 0,4772
3 kontrollera vilket tal som svarar mot logaritmen
logaritmen 0,4772 svarar néstan exakt mot 3.

Svar exempel 4. g =3
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Exempel 5. Berdkna

3,14 x 23,4 x 187
34,5 x 9,34

med hjalp av logaritmer. Denna begreppsmaéssigt enkla berdkning &r
arbetskrivande att utfora for hand. Med logaritmer ar det enkelt att
berédkna ett approximativt varde.

Diagrammet sammanfattar hur berdkningen utfors.

314 x 234 x 187 =+ 345 + 934 = 426
S { ) ) ) )
0,4969 + 1,3692 + 22718 - 15378 - 10,9703 = 1,6298
Steg Utfor

1 bestdm logaritmen for talen med hjélp av tabellen pa sidorna 16-17
2 addera och subtrahera logaritmerna

logaritmen for resultatet blir 1,6298
3 kontrollera vilket tal som svarar mot logaritmen

logaritmen 1,6298 uppfattas som 1+ 0,6298

0,6298 svarar nédstan exakt mot 4,26 och 1 svarar mot en faktor 10.

3,14 x 23,4 x 187
34,5 % 9,34

Svar exempel 5. ~ 42,6

Kommentar Tabellen pa sidorna 16-17 &r 4-stélliga. Detta betyder att
logaritmerna &r berdknade med 4 siffror. For battre noggrannhet fanns
tabeller med fler siffror Vid mitten av 70-talet hade billiga elektroniska
minrdknare gjort logaritmtabeller 6verflodiga. Multiplikation och division
med hjalp av logaritmtabell &dr idag 6verflodig men logaritmer har
fortfarande en viktig roll i matematik och vetenskap.

Logaritmtabell

Pa sidorna 16 och 17 visas en logaritmtabell av den typ som tidigare var
vanlig i gymnasieundervisning.
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